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Einleituna^. 

la dem groBen Briefe an Oldenburg, in welchem Spinoza diesem 
Freund seine Bemerkungen iiber Robert Boyles „New experiments 
touching the spring of the Air“ mitteilte, kommt der folgende Passus vor : 

jjEndlich, um auch dies nebenher zu bemerken, geniigt es zum all- 
gemeinen Verstandnis der Natur der Fliissigkeiten, zu wissen, daB man 
seine Hand in einer Fliissigkeit mit einer ihr proportionierten Bewegung 
in alien Richtungen ohne Widerstand bewegen kann; was denen hin- 
langlich bekannt, die genau auf jene Begriffe achten, welche die Natur 
erklaren, wie sie an sich ist, statt in ihrer Beziehung zur menschlichen 
Sinneswahrnehmung. Gleichwohl halte ich diese Beschreibung nicht 
fiir wertlos, im Gegenteil wiirde ich eine ebenso genaue und treue Be- 
schreibung jeder Fliissigkeit fiir auBerst niitzlich zum Verstandnis ihrer 
Eigenart erachten, was ja als hochst wichtig von alien Philosophen er- 
strebt wird.“* 

Die Eigenschaft der „idealen“ Fliissigkeiten, bei stationiirer Be- 
wegung keinen Widerstand gegen einen Korper zu leisteii, die Spinoza 
hier (1662?) erwahnt, wurde im achtzehnten Jahrhundert mit dem 
Namen „das Paradoxon von d’Alembert** oder „das Paradoxon von 
Euler** belegt. 

Der Beweggrund fiir die Untersuchungen des Verfassers, iiber welche 
dieses Buch berichtet, war der Wunsch, durch das Studium der Be- 
wegungen der wirklichen, zahen Fliissigkeiten auf dieses Paradoxon Licht 
zu werfen. In der Zeit, in welcher diese Untersuchungen angefangen 
warden, war die Theorie der partiellen Differentialgleichungen ein be- 
liebter Gegenstand der mathematischen Forschung. Es schien mir eine 
verlockende Aufgabe, die Methoden, welche in diesem Teile der reinen 
Mathematik gewonnen waren, zur Losung jenes Ratsels anzuwenden. 

Um eine Grundlage fiir folgende Untersuchungen zu gewinnen, hatte 
ich zuerst die linearen Systeme von partiellen Differentialgleichungen zu 


* tlbersetzung von J. Stem. 
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untersuchen, welche man aus den Bewegungsgleichungen einer zahen 
Fliissigkeit durch Weglassen der quadratischen Glieder erhalt. Ich hatte 
die Grundlosungen jener Systeme zu bestimmen. tJber diese Unter- 
suchungen berichtet der erste Teil dieses Buches. 

Die oben erwahnten linearen Systeme von partiellen Differential- 
gleichungen, welche man aus den voUstandigen hydrodynamischen 
DiSerentialgleichungen durch Weglassen der quadratischen Glieder er- 
halt, gelten annahernd fiir langsame Bewegungen einer zahen Fliissig- 
keit. Durch die Kolloidchemie hat dieses Gebiet der langsamen Be- 
wegungen wissenschaftliche Bedeutung bekommen. Meine Beschaftigimg 
mit dem Gegenstand gab mir die Losung eines hydrodynamischen Eatsels 
auf diesem Gebiete, des Paradoxons von Whitehead. Lamb zcigte, dafi 
auch ein anderes hydrodynamisches Ratsel, das Paradoxon von Stokes, 
durch meine Methoden seine Losimg findet. Fax6n hat im Anschlufi an 
meine Arbeiten die Theorie der langsamen Fliissigkeitsbewegungen durch 
ausgedehnte und wertvolle Untersuchungen gefordert. Ich hoffe, daU die 
Zusammenstellung der auf diesem Gebiete in den letzten Jahren ge- 
wonnenen Ergebnisse, welche ich im zweiten Teile meines Buches gebe, 
fiir die Kolloidchemie willkommen sein wird. 

Das Hauptziel meiner Untersuchungen war aber, den Grenziibergang 
zu verschwindender Zahigkeit in exakter Weise auszufiihren. Dieses Ziel 
habe ich noch nicht erreicht. Dagegen konnte ich in den linearen Syste- 
men, von welchen ich oben gesprochen habe, den Grenziibergang aus- 
fiihren. Die Ergebnisse, welche ich dabei erhielt, stehen in schroffem 
Widerspruch zu der Theorie der idealen Fliissigkeiten, dagegen in quali- 
tativer Ubereinstimmung mit dem Verhalten der wirklichen Fliissig- 
keiten. Schon aus diesen Tatsachen schien mir hervorzugehen, daB das 
d’Alembertsche Paradoxon auf einem schlecht vollzogenen Grenziiber- 
gange zu verschwindender Zahigkeit beruht. Die Untersuchungen von 
Zeilon, der auf diesem Gebiete meine Arbeit fortgefiihrt hat, haben ge- 
zeigt, daB mein Grenziibergang weit mehr als dieses negative Resultat 
ergibt. In bezug auf den Widerstand gibt er zwar nicht genau, aber doch 
der GroBenordnung nach richtige Werte. Und von der Druckverteilung 
auf der Vorderseite eines K5rpers gibt er ein auch quantitativ fast rich- 
tiges Bild. Uber diese Dinge berichtet der dritte Teil des Buches. 

Durch Untersuchungen, welche noch nicht veroffentlicht sind, hat 
Zeilon gezeigt, daB man durch einen weiteren Ausbau meines Ansatzes 
die Gbereinstimmung mit den Tatsachen zu einer fast voUstandigen 
machen kann. Auch hat er den MagnusefEekt in sehr schoner Weise 
behandelt. Es war mir nicht moglich, diese neuen Ergebnisse in mein 
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Buch aufzunehmen. Einen Ersatz ergeben zwei Vortrage von Herrn 
Zeilon, welche im Anhange mitgeteilt werden. 

Um die Ubersicht zu erleichtem und die Bedeutung der verschiedenen 
Methoden und Kesultate zu cbarakterisieren, geben wir im folgenden eine 
genauere tJbersicht iiber den Inhalt des Buches, die einige Einzelaus- 
sagen bringen wird, die wir im Text nicht wiederholen werden. 

Im ersten Paragraphen werden die hydrodynamischen Differential- 
gleichungen abgeleitet. Als Ausgangspunkt wird dabei der Impulssatz 
der Newtonschen Mechanik benutzt. Dieser Satz wird auf einen beliebig 
herausgegrifienen Teil der Fliissigkeit angewandt. Die Beziehungen, 
welche so erhalten werden, haben die Form von Integralgleichungen. 
In diesen Integralgleichungen kommen die zunachst unbekannten Krafte 
vor, welche die Umgebimg des herausgegriffenen Teiles der Fliissigkeit 
auf jenen Teil ausiibt. Die Annahme, daB diese Krafte von der Form- 
anderung der Fliissigkeit abhangen, ermoglicht es, einen Ansatz fiir sie 
zu gewinnen. Aus den Integralgleichungen, welche keine andere Ab- 
leitungen der Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes als die 
Ableitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug 
auf die Raumkoordinaten enthalten, werden in gewohnlicher Weise, 
unter Voraussetzung, daB die Geschwindigkeitskomponenten stetige Ab- 
leitungen erster Ordnung in bezug auf die Zeit, zweiter Ordnung in bezug 
auf die Raumkoordinaten haben und daB der Druck einmal stetig in 
bezug auf die Raumkoordinaten difEerenzierbar ist, die hydrodynamischen 
DifEerentialgleichungen abgeleitet. AuBer den allgemeinen hydrodynami- 
schen Differentialgleichungen werden zwei in speziellen Fallen giiltige 
Formen derselben aufgestellt, namlich die Gleichungen fiir stationare 
Bewegung in bezug auf ein ruhendes Bezugssystem und die Gleichungen 
fiir stationare Bewegung in bezug auf ein mit konstanter Geschwindig- 
keit bewegtes Bezugssystem, 

Der zweite Paragraph hat den Zweck, die mathematische Methode, 
welche spater verwcndet wird, durch ein einfaches Beispiel zu erlau- 
tern. Hierzu wird die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung benutzt. 
Es wird gezeigt, wie das innere Problem fiir diese Gleichung durch 
Reihenentwicklung nach Potenzen eines Parameters X auf ein unend- 
liches System von gewohnlichen Poissonschen Gleichungen zuriickgef iihrt 
werden kann. Die Losung der Poissonschen Gleichung mit Hilfe des 
Greenschen Satzes, der Grundlosung imd der ersten Greenschen Funktion 
wird dargelegt. Betreffs des auBeren Problems wird auf eine charak- 
teristische Schwierigkeit hingewiesen, welche darin ihre Wurzel hat, daB 
die Losung nicht mehr in der Umgebung von A = 0 eine analytische 
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Funktion des Parameters X ist. Die hydrodynamisclie Bedeutung dieser 
Tatsache wird hervorgehoben. 

Im dritten Paragrapben wird, nach dem Vorgange von H. A. Lo- 
rentz, der verallgemeinerte Greenscbe Satz fiir das lineare System der 
Gleichungen aufgestellt, die man im stationaren Falle durch Weglassen 
der quadratischen Glieder aus den vollstandigen bydrod3niami8chen 
Gleichungen erhalt und die man kurz die Stokesschen Gleichungen 
nennen kann. Mit Hilfe von Symmetriebetrachtungen werden die Grund- 
losungen (von H. A. Lorentz) wiedergefunden. Mit Hilfe dieser Grund- 
losungen werden die vollstandigen hydrodynamischen Differential- 
gleichungen fiir stationare Bewegung in ein System von IntegrodifEeren- 
tialgleichungen umgeformt. 

Im vierten Paragraphen werden dieselben Aufgaben fiir die „er- 
weiterten Stokesschen Gleichungen'* gelost, d. h. fiir das lineare System 
von partiellen Differentialgleichungen, welches man durch WeglassjBn 
der quadratischen Glieder aus dem System erhalt, das fiir stationare 
Bewegung in bezug auf ein mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes 
Bezugssystem giiltig ist. 

Der fiinfte Paragraph gibt die Losung derselben Aufgaben fiir das 
lineare System von Differentialgleichungen, das man durch Weglassen 
der quadratischen Glieder aus den allgemeinen hydrodynamischen Diffe- 
rentialgleichungen erhalt. In diesem Paragraphen wird also das all- 
gemeine voUstandige System von hydrodynamischen Differential- 
gleichungen in ein System von Integrodifferentialgleichungen umge- 
formt. In diesen Gleichungen kommen keine anderen Ableitungen der 
Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes vor als die Ableitungen 
erster Ordnung von den Geschwindigkeitskomponenten in bezug auf die 
Baumkoordinaten. 

In den Paragraphen 1 — 5 sind die Integralgleichungen — oder genauer 
Integrodifferentialgleichungen — , welche der unmittelbare Ausdruck 
der zugrunde gelegten mechanischen Satze sind und welche nur die Ab- 
leitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug 
auf die Baumkoordinaten enthalten, durch Vermittlung der hydro- 
d 3 mamischen Differentialgleichimgen und ihrer Grundlosungen in ein 
neues System von Integrodifferentialgleichungen umgeformt worden, 
welche ebenfalls nur die Ableitimgen erster Ordnimg der Geschwindig- 
keitskomponenten in bezug auf die Baumkoordinaten enthalten. Es ist 
eine naheliegende Frage, ob man nicht, ohne Vermittlung der Differen- 
tialgleichungen, direkt aus den zugrunde gelegten mechanischen Satzen 
zu den schlieBlichen Integrodifferentialgleichungen gelangen kann. Para- 
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graph 6 zeigt, daB dies tatsachlich der Fall ist. Wie aus diesemBericht iiber 
den Inhalt dieses Faragraphen unmittelbar klar sein durfte, liegt sein In- 
teresse wesentlich auf dem mathematischen Gebiete. Die Eenntnis die- 
ses Faragraphen ist fiir das Verstandnis des folgenden nicht notwendig. 

Faragraph 7 gibt eine erste Anwendnng der gefundenen Integro- 
differentialgleichungen. Es handelt sich um die Berechnung der Be- 
wegung einer zahen, den ganzen Eanm erfiillenden Fllissigkeit, wenn die 
Geschwindigkeit in einem gewissen Momente, t = T, bekannt ist und 
der Kontinuitatsgleichung genligt. Man kann diese Aufgabe mittelst der 
im zweiten Faragraphen dargelegten Methode der Reihenentwicklung 
nach den Fotenzen eines Farameters angreifen. Es war leider bei der 
DarsteUung dieser Untersuchungen nicht mdglich, die Beweise fiir die 
mitgeteilten Satze vollstandig zu geben. BetrefEend einiger Integral- 
absohatzungen mufite ich auf die Originalabhandlungen verweisen. Als 
erstes Resultat ergibt sich der Satz : Wenn die Bewegung einer zahen 
Fliissigkeit in einem gewissen Momente t — T regular (in einem gewissen 
Sinne) ist, dann gibt es stets ein Intervall T <T + r (t > 0), in 
welchem die Bewegung regular bleibt. Dieser Satz gibt zu einer Frage 
AnlaB : Kann die GroBe r stets beliebig groB genommen werden, oder 
gibt es, wenigstens in gewissen Fallen, eine endliche obere Grenze der 
GroBe r, das heiBt der Zeit, wahrend welcher die Bewegung regular 
bleibt? Der Verfasser hat sich lange bemiiht, durch Verscharfung der 
Ungleichungen, welche die Grundlage der Konvergenzbeweise bilden, 
den Beweis dafiir zu fiihren, daB die in einem Momente T regulare Be- 
wegung fiir t>T stets regular bleibt. Das Ergebnis dieser Bemiihungen 
war, daB es, wenigstens in dieser Weise, nicht moglich ist, einen solchen 
Beweis zu fiihren. Wir miissen vielmehr damit rechnen, daB eine in 
einem Momente regulare Bewegung in einem spateren Momente irregular 
werden kann. Es ist unter diesen Umstanden von erheblichem Interesse 
zu wissen, welcher Art die Irregularitaten sind, die in einer den ganzen 
Raum erfiillenden zahen Fliissigkeit auftreten konnen. Es wird be- 
wiesen, daB sie entweder darin bestehen, daB der Wirbelvektor irgendwo 
unendlich groB wird, oder darin, daB die Wirbelbewegimg sich in solcher 
Weise in unendlicher Feme ausbreitet, daB die Bewegung nicht mehr 
„regular“ ist. Es wird auf die Bedeutimg dieses Ergebnisses hingewiesen. 
Die Hypothese wird (mit allem Vorbehalt) aufgestellt, daB die irregularen 
Fliissigkeitsbewegungen mit den „turbulenten“ Bewegungen der Hy- 
drauUk identisch sind. 

Der letzte Faragraph des ersten Teiles behandelt die einfachsten 
Beispiele von Wirbelbewegung in einer zahen Fliissigkeit. Gegenstand 
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der Untersuchung ist einmal der einzelne, geradlinige, rotationssymme- 
trische Wirbelfaden, andererseits die Wechselwirkung zwischen zwei sol- 
chen Wirbelfaden. Bei der ersten Aufgabe geben die IntegrodifEerential- 
gleichungen direkt die exakte Losung des Problems. Die Bewegung ist 
nur wenig komplizierter als die im Grenzfalle fz=0 auftretende Helm- 
holtzsche Bewegung. Bei dem zweiten Probleme wird nur eine an- 
genaherte Losung gegeben. Sie wird zur Ableitung eines Satzes iiber die 
Wechselwirkung zwischen zwei Wirbeln in einer zahen Fliissigkeit an- 
gewandt. 

Der zweite Teil des Buches ist, wie schon erwahnt wurde, den hydro- 
dynamischen Randwertaufgaben gewidmet. Er ist in drei Abschnitte zer- 
legt. Im ersten Abschnitte werden einige Falle behandelt, in denen es mog- 
lich ist, eine exakte Losung der Randwertaufgabe zu geben. Zuerst wird 
in Paragraph 9 das Problem behandelt, eine Losung der linearen Stokes- 
schen Gleichungen fiir stationare Bewegung zu finden, bei welchen die 
Geschwindigkeitskomponenten Uj im Unendlichen verschwinden und auf 
der Oberflache einer Kugel vorgeschricbene Werte annehmen. Lamb hat 
dieses Problem durch Reihenentwicklung gelost. Hier wird eine Losung 
in geschlossener Form gegeben, indem die verallgemeinerten Greenschen 
Funktionen des Problems aufgestellt werden. Die gefundenen Formeln 
geben theoretisch die Losung der allgemeinsten hydrodynamischen Rand- 
wertaufgabe der Kugel fiir die Stokesschen Gleichungen. Einfache Auf- 
gaben lost man aber bequemer durch spezielle Methoden. So erhalt man 
sehr einfach mit Hilfe der Grundlosung der Stokesschen Gleichungen die 
Losung der Randwertaufgabe, wenn die vorgeschriebenen Werte auf der 
Kugel konstant sind. Man kann mit Hilfe dieser Losung die sogenannte 
Stokessche Widerstandsformel ableiten, welche den Widerstand ergibt, 
den eine kleine Kugel erfahrt, welche sich mit konstanter Geschwindig- 
keit in einer Fliissigkeit bewegt. Faxen hat diese Stokessche Formel in 
schoner Weise verallgemeinert, indem er gezeigt hat, wie man die Re- 
sultierende der Krafte berechnen kann, welche eine in beliebiger sta- 
tionarer Bewegung begriffene Fliissigkeit auf eine darin versenkte Kugel 
ausiibt. Man kann dieses Resultat mit Hilfe der Losung der allgemeinen 
Randwertaufgabe gewinnen. Leider sind aber die hierfiir notigen Rech- 
nungen so langwierig, daB ich davon absehen muBte, sie hier zu repro- 
duzieren, und mich darauf beschranken muBte, den Gang des Beweises 
anzudeuten. Paragraph 9 gibt endlich die Losung der Randwertaufgabe 
der ebenen Wand fiir die Stokesschen Gleichungen. 

Paragraph 10 ist derjenigen Randwertaufgabe der Kugel gewidmet, 
zu welcher die allgemeinen hydrodynamischen DifiEerentialgleichungen fiir 
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nichtstationare Bewegiuigen AnlaJJ geben. Verfasser hat vor Jahren 
dieses Problem durch Reihenentwicklungen gelost. Spater gelang es ihm 
durch Summieren jeiier Reihen, das Problem auf bekannte Randwert- 
aufgaben fiir die Laplacesche Gleichung und die Warmeleitungsgleichung 
zuriickzufiihren. Hier wird der Versuch gemacht, durch Hervorhcbung 
der analytischen Tatsache, auf welcher diese Zuriickfiihrung beruht, den 
Kern des Problems in moglichst helles Licht zu setzen. Der Beweis jener 
analytischen Tatsache wird auch hier durch Reihenentwicklungen ge- 
geben. Von einer Darlcgung der (iibrigens leicht zu fiihrenden) Konver- 
genzbeweise muBte hier abgesehen werden. Eine einfache Anwcndung 
der gefundenen Ergebnisse gibt die Losung der Boussinesqschen Auf- 
gabe, den Widerstand gegen die nichtstationare Bewegung einer kleinen 
Kugel in einer zahen Fliissigkeit zu berechnen. 

Paragraph 11 reproduziert, als Vorbereitung zum folgenden, die von 
Oberbeck gegebene Theorie fiir die stationare Bewegung eines Ellipsoids 
in einer zahen Fliissigkeit. 

Der zweite Abschnitt des zweiten Teiles bringt angenaherte Losungen • 
von Randwertaufgaben bei den Stokesschen Difterentialgleichungen fiir 
die stationare Bewegimg. Es diirfte hier am Platze sein, den Grund dafiir 
anzugeben, daB wir diesen Stokesschen Differentialgleichungen soviel 
Raum und Interesse widmen. Schon beim fliichtigen Durchblattern dieses 
zweiten Abschnitts wird es dem Leser sicher auffallen, daB nirgends Be- 
dingungen fiir die Gultigkeit der mitgeteilten Formeln angegeben werden. 
Den Grund hierzu findet er im letzten Paragraphen des Abschnitts, wo 
gezeigt wird, daB die Stokesschen Differentialgleichungen eine nicht zu- 
lassige Annaherung darstellen, indcm man, um zu diesen Gleichungen zu 
kommen, in den vollstandigen hydrodynamischen Differentialgleichungen 
Glieder vernachlassigen muB, welche nicht nur von derselben GroBen- 
ordnung wie die von Stokes beibehaltenen Glieder sind, sondern sogar, 
diesen Gliedern gegeniiber, beliebig groB sein konnen. Der gauze zweite 
Abschnitt entbehrt infolge dieses Umstandes einer festen Grundlage. Nun 
stimmt aber das Stokessche Widerstandsgesetz mit den Tatsachen gut 
iiberein. Der Grund hierzu liegt darin, daB man bei strenger Losung der 
hydrodynamischen Differentialgleichungen eine Bewegung bekommt, die 
zwar in groBen Entfernungen von der Kugel einen ganz andercn Cha- 
rakter als die von Stokes untersuchte Bewegung hat, die aber in der 
Nahe der Kugel nahezu mit der Stokesschen Bewegung ubereinstimmt. 
In solchen Fallen, wo nur die Bewegung der Fliissigkeit in der Niihe des 
bewegten Korpers von Bedeutung ist, kann man also die Bewegung in 
erster Naherung nach der Stokesschen Methode berechnen. Solche Falle 
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kommen in der EoUoidchemie in groSer Zahl vor. Dies ist der Grund, 
warum wir, obwohl die Stokesschen Gleichungen von theoretiscliem 
Standpunkte aus unriolitig sind, ilinen dock soviel Aufmerksaxnkeit 
widmen. 

Paragrapli 12 behandelt die stationare Bewegung einer Kngel in 
einer von einer ebenen Wand begrenzten zahen Fltissigkeit. Es handelt 
sich bier wesentlicb um einen Bericbt iiber eine Untersucbung von 
H. A. Lorentz. 

In Paragraph 13 wird die Bewegung einer Kugel zwischen zwei paral* 
lelen, ebenen Wanden untersucht. Es ist die Hoffnung des Verfassers, 
daB seine DarsteUung in diesem Paragraphen die schone, von Fax6n 
gegebene Losung dieses fur die Eolloidchemie bedeutsamen Problems 
leichter zuganglich machen wird. 

Paragraph 14 gibt einen Bericht iiber die Untersuchungen betrefEend 
die Wechselwirkungen zwischen zwei Kugeln, die sich in einer zahen 
Fliissigkeit bewegen. Die erste, angenaherte Losung des Problems riihrt 
*von Smoluchowski her. Tiefergehende Untersuchungen verdanken wir 
Fax6n, Dahl und in neuester Zeit Margaret Stimson und G. B. JefEery. 

In Paragraph 16 werden die sogenannten Paradoxien von Stokes und 
von Whitehead besprochen. Das erste Paradoxon besagt, daB es un- 
moglich ist, eine Losung der hydrodynamischen DifEerentialgleichungen 
zu finden, welche dem Fall entspricht, wo ein Kreiszylinder sich mit 
konstanter Geschwindigkeit in einer zahen Fliissigkeit bewegt. Das Para- 
doxon von Whitehead besagt, daB es bei Zugrundelegung der Stokes- 
schen Theorie fiir die translatorische Bewegung einer Kugel in einer 
zahen Fliissigkeit immoglich ist, diese Theorie dadurch zu verbessem, 
daB man weitere Glieder fiir die Geschwindigkeitskomponenten und fiir 
den Druck berechnet. Es wird gezeigt, daB die Wurzel der Schwierigkeiten 
in beiden Fallen dieselbe ist und daB sie einfach darin besteht, daB die 
Stokesschen Gleichungen im oben erorterten Sinne eine unzulassige 
Naherung darstellen. 

Der zweite Abschnitt endet mit dem Nachweis, daB in den Stokesschen 
DifEerentialgleichungen Glieder vernachlassigt worden sind, welche die- 
selbe GroBenordnung wie die beriicksichtigten Glieder haben. Wenn man 
jene Glieder schon in erster Naherung in die DifEerentialgleichimgen auf- 
nimmt, erhalt man die Gleichungen, welche ich die erweiterten Stokes- 
schen Gleichungen genannt habe. Diesen Gleichungen imd den bei ihnen 
auftretenden Randwertaufgaben ist der dritte Abschnitt gewidmet. Ein 
Beweis, daB diese Gleichungen eine zuverlassige Grundlage einer exakten 
Berechnung der durch die Verschiebung eines Korpers hervorgerufenen 
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Bewegung einer zahen FUissigkeit darstellen, wird hier nioht gegeben. 
Ala ioh mich zuerst mit diesen Qldcbungen bescbaftigte, konnte icb 
diesen Beweis nicht fiibren, well die allgemeine Bandwertaufgabe fUr 
dieee Gleichimgen nicbt gelost war. Als einen Ersatz fiir den mangelnden 
Beweis zeigte icb, daB man, von den erweiterten Stokesscben Gleichimgen 
ausgehend, durch sukzeasive Naherungen in exakter Weise die Bewegung 
berechnen kann, welche in einer den ganzen Baum erfiillenden zahen 
Pltissigkeit von einem System von Kraften erzeugt wird, deren Angriffs- 
punkte sich mit konstanter Geschwindigkeit verschieben, die aber sonst 
von der Zeit imabhangig sind. In der letzten Zeit ist nun die allgemeine 
Bandwertaufgabe der erweiterten Stokesscben Gleicbungen in matbe- 
matiscbem Sinne gelost worden. Es ware also aller Wabrscheinlicbkeit 
nacb jetzt moglicb, den Beweis zu fiibren, daB man auf der Grundlage 
der erweiterten Stokesscben Gleichimgen in exakter Weise diejenige Be- 
wegung einer zaben Pltissigkeit berechnen kann, die durch die Ver- 
scbiebung eines starren Korpers darin bervorgerufen wird. Doch wiirde 
ein solcber Beweis notwendig einen sebr abstrakten, rein matbematiscben 
Cbarakter haben und wtirde d esbalb in diesem Buche kaum am Platze sein. 

In Paragraph 16 wird mit der neuen Metbode fUr eine zabe Fliissig- 
keit die Bewegung untersucbt, welche durch eine kleine Kugel erzeugt 
wird, die sich mit konstanter Geschwindigkeit darin bewegt. Es wird 
gezeigt, daB schon die Bewegung, die man in erster Naherung bekommt, 
einen ganz anderen Cbarakter als die Stokessche Bewegung hat. Kurz 
kann man den Unterschied so ausdriicken, daB, wahrend nach Stokes 
die Bewegung hinter der Kugel ein Spiegelbild der Bewegung vor der 
Kugel ist, in der neuen Theorie eine ausgepragte Dissymmetric her- 
vortritt, indem hinter der Kugel ein Wirbelschwanz zum Vorschein 
kommt. Es wird ferner gezeigt, daB man in zweiter Naherung ein neues, 
mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionales Glied im Aus- 
drucke fiir den Widerstand erhalt. Endlich wird die Bewegung in der 
Umgebimg der Kugel in zweiter Naherung untersucbt. 

Paragraph 17 behandelt das Problem des Kreiszylinders. Zuerst wird 
Lambs ftir kleine Geschwindigkeiten giiltige Losung dieses Problems 
wiedergegeben. Es folgt eine Gbersicht liber die Untersuchungen von 
Prof. Bairstow, MiB Cave und MiB Lang. 

In Paragraph 18 wird das Problem des Ellipsoids wieder aufgenom- 
men. Ptii die Komponenten der Besultierenden der Krafte, welche die 
Pltissigkeit auf den Korper austibt, erhalt man in erster Naherung die 
Werte von Oberbeck. In zweiter Naherung kommen neue Glieder hinzu, 
welche mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional sind. Das 
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zweidimensionale Analogon des Problems, die Bewegung eines elliptischen 
Zylinders in einer zahen Fliissigkeit, hat Harrison behandelt. Seine Er- 
gebnisse werden (ohne Beweis) mitgeteilt. 

Paragraph 19 behandelt die stationare Bewegung einer Kugel in einer 
von einer ebenen Wand begrenzten Fliissigkeit. Dieses Problem hat prin- 
zipielle Bedeutung, weil der darin untersuchte Fall der einfachste ist, 
worin sich eine Kugel in der Nahe einer Wand bewegt. Die Losung des 
Problems verdanken wir Fax6n. Der Paragraph gibt die Ausdriicke der 
Geschwindigkeitskomponenten in Form von Integralen. Dagegen war es 
nicht moglich, auf die Auswertung dieser Integrale einzugehen. Ich muBte 
mich darauf beschranken, die SchluBformeln von Fax6n mitzuteilen. 
Die Widerstandsformel zeigt, daB die Wand sozusagen den EinfluB der 
Tragheitsglieder aufhebt. Wenn die Entfernung des Kugelmittelpunktes 
von der Wand, C, und die Geschwindigkeit der Kugel, E/, so klein sind, 
daB gE7C/2jLe eine kleine GroBe ist, fallt das oben erwahnte, mit dem 
Quadrate der Geschwindigkeit proportionale Glied im Ausdrucke fiir den 
Widerstand weg. Dagegen kommt es bei groBeren f-Werten, also bei 
groBeren Entfernungen der Kugel von der Wand, wieder zum Vorschein. 

Paragraph 20 ist mit Paragraph 19 nahe verwandt. Gegenstand der 
Untersuchung ist hier die Bewegung einer Kugel langs der Achse einer 
Rohre. Dieses Problem hat praktische Bedeutung, weil Untersuchungen 
iiber Fallbewegungen von Kugeln meistens in dieser Weise ausgefiihrt 
werden. Ladenburg hat als erster dieses Problem behandelt. Er ging, 
was damals selbstverstandlich war, von den Stokesschen Gleichungen 
aus. Fax6n hat dann das Problem unter Zugrundelegung der erweiterten 
Stokesschen Gleichungen gelost. Der Paragraph gibt die Theorie von 
Fax6n. 

Paragraph 21 behandelt auf Grundlage der erweiterten Stokesschen 
Gleichungen die Wechselwirkung zwischen zwei Kugeln, welche sich mit 
derselben konstanten Geschwindigkeit in einer Fliissigkeit bewegen. 

Paragraph 22 gibt endlich eine Zusammenstellung der mitgeteilten 
Widerstandsformeln. 

Der dritte Teil beschaftigt sich, wie schon oben mitgeteilt wurde, mit 
dem Grenziibergang zu verschwindender Zahigkeit. Um diese Aufgabe 
in endgiiltiger und voUauf befriedigender Weise auszufiihren, hatten wir 
die Differential- oder Integralgleichungen fiir die Bewegung einer zahen 
Fliissigkeit exakt zu losen und dann den Grenziibergang /m 0 in der 
erhaltenen Losung auszufiihren. Es ist wohl kaum notwendig zu sagen, 
daB dieses Problem zur Zeit unlosbar ist. Eine exakte Losung der hydro- 
dynamischen Diff erentialgleichungen konnen wir bei endlichem fi nur in 
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der Form von Reihen geben, die bei geniigend groBen /i-Werten kon- 
vergieren. Aus jenen Reihen miiBten wir Ausdriicke bilden, welche bei 
beliebig kleinem (jl ihren Sinn und Bedeutung behalten, und dann in 
diesen Ausdriicken fi gegen Null konvergieren lassen. In mathematischem 
Sinne mag diese Aufgabe losbar sein. Aber ein anderes ist es, ein mecha- 
nisches Problem durch eine matbematische Formel zu losen, ein anderes, 
es im mechanischen Sinne zu losen. Von einer Losung des bier vorliegen- 
den Problems, welcbe den Anforderungen der Hydrodynamik geniigt, 
sind wir nocb weit entfernt. 

Die Aufgabe, mit welcber wir uns im dritten Teile des Bucbes be- 
scbaftigen, ist eine bescbeidenere. Wir fiibren in den linearisierten hydro- 
dynamiscben Differentialgleicbungen, also in den erweiterten Stokesscben 
Gleicbungen, und in den entsprecbenden, die zeitlicben Ableitungen der 
Gescbwindigkeitskomponenten entbaltenden Differentialgleicbungen fiir 
nicbtstationare Bewegung den Grenziibergang ^ 0 aus. 

In Paragraph 23 untersucben wir die stationare Bewegung einer 
ebenen Scbeibe in der gegen die Scbeibe senkrecbten Ricbtung. Dies 
war der erste Fall, in welcbem der Grenziibergang ausgeflibrt wurde. 
Das Ergebnis ist, daS die Bewegung der Fliissigkeit in dem nicbt von 
der Scbeibe durcbscbrittenen Bereicbe bei /^ = 0 eine Potentialbewe- 
gung ist, wabrend sie in dem durcbscbrittenen Bereicbe eine Wirbel- 
bewegung ist. Die explizite Bestimmung der Bewegung wird auf die 
Auffindung einer vierwertigen Potentialfunktion zuriickgefiibrt, deren 
Werte permutiert werden, wenn der Aufpunkt eine kleine gescblossene 
Kurve um die Randkurve bescbreibt und dabei die Platte einmal durcb- 
dringt, und die einen Zweig bat, der in einem gewissen, iibrigens willkiir- 
licben Punkte wie YjR unendlicb wird, sonst aber uberall regular ist 
und im Unendlicben verscbwindet. In dem Falle, worin die Scbeibe 
kreisformig ist, gelingt es leicbt, eine solcbe Potentialfunktion berzu- 
stellen. In diesem Falle ist also das Problem explizit losbar. Die Beband- 
lung dieses speziellen Falles wird indessen erst in Paragraph 31 gegeben. 

In Paragraph 24 wird der allgemeinste Fall untersucht. Es wird nur 
vorausgesetzt, daB eine im allgemeinen nicbt starre Flache sich in irgend- 
einer Weise in einer Fliissigkeit bewegt und daB dabei die Werte der 
Gescbwindigkeitskomponenten auf jener Flacbe vorgeschrieben sind. Die 
Ergebnisse bestatigen die in Paragraph 23 gefundenen Resultate, geben 
aber weit liber sie hinaus. 

In Paragraph 26 werden die in Paragraph 24 gefundenen Ergebnisse 
auf den speziellen Fall angewandt, daB ein starrer Korper mit verander- 
licber Gescbwindigkeit, aber in einer konstanten Ricbtung sich in einer 
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Fliissigkdt bewegt. Die LSsung des Problems wird in diesem Fall auf die 
Bestimmung von zwei PotentiaUunktionen, and zuriickgeflUirt, 
von welchen in dem vom Korper nicbt durcbsdbiittenen Bereiche 
existieren soU, <pi^ dagegen in dem vom Edrper durchscbrittenen Bereiche. 
q>p soli auf der Vorderseite des Korpers der Bedingung: 


d<p, 

dn 




geniigen; auf der Blickseite des Korpers der Bedingung: 

dUn 

dn dt dt 


Auf der Grenze zwischen den beiden Bereichen soli % = q)^ sein. Dagegen 
Bollen die beiden normalen Ableitungen: 


dyp 

dn 


und 


d(ph 

dn 


sich in bestimmter Weise voneinander unterscheiden. 

In Paragraph 26 wird das Problem der stationaren Bewegtmg mittelst 
einer neuen Methode imtersucht. Die fruher gefundenen Ergebnisse 
werden wiedergefunden. Aufierdem ergeben sich neue Besultate. Es wird 
gezeigt, da6 in dem zweidimensionalen Probleme und in dem rotations- 
symmetrischen dreidimensionalen Probleme die Funktionen und q>l^ 
eine einzige, iiberall auBerhalb des Korpers regulare Potentialfunktion 
definieren. Wenn die aj^-Achse in der Bewegungsrichtung des Korpers ge- 
legt wird, kann die Randbedingung, welcher jene Funktion auf der 
Blickseite des Korpers geniigen mufi, in der Form: 



geschrieben werden. In dem rotationssymmetrischen dreidimensionalen 
Falle kann die entsprechende Bedingung, wenn die aj^-Achse die S)mmie- 
trieachse ist imd wenn R die Entfemung eines Punktes von jener Achse 
ist, in der Form: 

dR 


geschrieben werden. Die Losung des Problems der stationaren Bewegung 
wird in Paragraph 26 allgemein auf die AuflSsnng gewisser Fredhohn- 
scher Integralgleichungen zurlickgefiihrt werden. 
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In Paragraph 27 wird im AnschluB an Hilbert eine Methode ent- 
wickelt, das mathematische Problem, zu welchem die stationare Be- 
wegung eines Zylinders (mit beliebigem Querschnitt nnd in einer gegen 
die Erzeugenden des Zylinders senkrechten Richtung) AnlaB gibt, ex> 
plizit zu losen. Es wird gezeigt, daB, wenn der Querschnitt keine Ecken 
Oder Spitzen hat, die Losung eindeutig bestimmt ist. 

Paragraph 28 schlieBt sich eng an Paragraph 27 an. Er gibt Aus- 
driicke fiir den Widerstand gegen die Bewegung des Zylinders und fiir 
die Tragkraft der Fliissigkeit. 

In Paragraph 29 wird die in Paragraph 27 und Paragraph 28 ent- 
wickelte Theorie auf den Fall des Kreiszylinders angewandt. 

Paragraph 30 behandelt, ebenfalls nach der in Paragraph 27 und 
Paragraph 28 entwickelten Methode, die Bewegung der ebenen Platte. 

Paragraph 31 gibt, wie schon oben erwahnt wurde, die explizite 
Theorie der kreisformigen Platte. Die elliptischen Funktionen spielen in 
dieser Theorie eine wesentliche RoUe. Mit denselben Hilfsmitteln kann 
man die Bewegung einer Halbkugel in den beiden rotationssymmetrischen 
Fallen behandeln. Doch gibt der Paragraph in bezug auf diese beiden 
Falle nur die numerischen Resultate. 
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§ 1. Die hydrodynamischen Diiferentialgleichungen. 

1 1. Der Impulssatz. Die Kontinuitfttsbedingung. 

Wir wollen in diesem Paragraphen die partiellen DifEerential- 
gleichungen aufstellen, denen die Bewegungen einer zalien Fliissig- 
keit, soweit wir jetzt wissen, gehorchen. Die allgemeine Form 
dieser DifiEerentialgleichungen werden wir dadurch erhalten, daB 
wir auf einen beliebigen, zusammenhangenden Teil einer Fliissigkeit 
den Satz der Newtonschen Mechanik anwenden, nach dem man 
den Zuwacbs des Impulses, den ein materielles System wahrend 
einer gewissen Zeit erfahrt, dadurch finden kann, daB man das Zeit- 
integral der Resultierenden der auBeren, auf das System wirkenden 
Krafte fiir diese Zeit berechnet. Um diesen Satz auf die Hydrodyna- 
mik anwenden zu konnen, miissen wir die Krafte kennen, welche auf 
einen beliebig herausgegriSenen Teil einer Fliissigkeit wirken. DaB 
auBere Krafte, welcbe jedes Volumenelement angreifen, vorkommen 
konnen, ist unmittelbar klar. Eine solche Kraft ist ja die Scbwere. 
Die Hauptfrage ist aber, was wir von den Kraften aussagen konnen, 
welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fliissigkeit auf 
denselben ausiibt. Den mathematischen Ausdruck fiir diese Kraft zu 
bestimmen, ist unsere wichtigste Aufgabe in diesem Paragraphen. 
An dieser Stelle moge nur vorbereitend gesagt sein, daB der innere 
Grand dieser Kraft die zwischen den Molekeln der Fliissigkeit wir- 
kende Molekularkraft ist, Wir wissen, daB die Molekularkraft nur, 
wenn die Entfernung zwischen den Molekeln sehr klein ist, eine merk- 
liche GroBe hat. Wir schlieBen hieraus, daB die Krafte, welche die 
Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fliissigkeit auf denselben 
ausiibt, nur in der unmittelbaren Nahe der Grenzflache eine merk- 
liche GroBe haben. Wir konnen deshalb die Komponenten der Re- 
sultierenden aller dieser Krafte als iiber die Grenzflache erstreckte 
Flachenintegrale darstellen. 

Wir wenden ein rechtwinkliges Bezugssystem an. Wir bezeichnen 
loit = 1, 2, 3) die Komponenten der Geschwindigkeit der Fliissig- 
keit imd fassen Uj als Fimktionen der Koordinaten Xg und der 


1 * 



4 


§ 1. Die hydrodynamieohen Differentialgleiohungen 


Zeit t auf. q sei die Dichte der Fliissigkeit. Xf seien die auf die 
Masseneinheit der Fllissigkeit bezogenen Eomponenten der aufieren, 
auf die Fllissigkeit wirkenden Kraft. Ff seien endlich die auf die 
Fl&cbeneinheit der Grenzflache, F{t), bezogenen Eomponenten der 
Eraft, welche die Umgebung des berausgegrifienen Teiles der FlUssig- 
keit auf die Oberflache desselben ausiibt. Wir nebmen an, daB F{t) 
eine gescblossene Flache mit einer stiickweise stetigen Tangenten- 
ebene ist. Den von F{t) begrenzten Baumbereich, den der beraus- 
gegriffene Teil der Fllissigkeit im Momente t einnimmt, nennen wir 
B(t). Der oben erwabnte Satz aus der Newtonscben Mecbanik er- 
gibt dann, wenn dco ^dx^dx^ioc^ ein Volumenelement imd dS ein 
Flachenelement bezeichnet : 

t t 

f {QUj)td o) — r {QUj)iid(o = I di f gXfdeo + fdt f FjdS. ( 1 ) 

J3(i) B(f) i(0 i» ^(0! 

Wir wollen annebmen, daB unsere Fllissigkeit unzusammendriick- 
bar sei, daB also die Dicbte q konstant sei. Durcb die Grenzflache 
F{t) tritt dann stets ebensoviel Fllissigkeit ein wie aus. Die gesamte 
Menge von Fllissigkeit, welcbe wabrend einer Zeiteinbeit durcb F{t) 
bindurcbtritt, ist also Null. Wir bezeicbnen mit n eine nacb auBen ge- 
zogene Normale eines Flacbenelementes, von von der Lange 1. 
Mit nj(j = 1, 2, 3) bezeicbnen wir die Eicbtungskosinusse dieser Nor- 
malen. Die gesamte Menge von Fllissigkeit, welcbe wabrend der Zeit- 
einbeit durcb F{t) bindurcbtritt, ist dann: 

fg^UjnfdS. 

m i 

Dieses Integral muB also den Wert Null baben. Wir woUen im 
folgendm die von Einstein eingefiihrte Bezeichmmg benutzeny wonach ein 
Gliedy das denselben Index zweimal enthalty in bezug mf diesen Index sum- 
miert werden soUy bier liber die Werte 1, 2, 3. Wir konnen dann unsere 
Gleichung in der einfacberen Form: 

fgUfnfdS = 0 ( 2 ) 

F(f) 

scbreiben. (2) ist die Eontinuitatsbedingung. 

1 2 . Der Deformationstensor. 

Wir mlissen jetzt untersucben, wie die GroBen Ff von der Be- 
wegung der Fllissigkeit abbangen. Eine erscbopfende Antwort auf 
diese Frage kann nur die Molekulartbeorie geben. Hier wollen wir 
uns nicbt in diese Tbeorie vertiefen. Durcb eine pbanomenologiscbe 



li. Der Deformfttionstensor 


5 


Betrachtung konnen wir eine Antwort auf unsere Frage erhalten, 
die flir unseren Zweck geniigt. Einen ersten Teil von Fj kennen 
wir sclion aus der Hydrostatik. Auf die Grenzfi&clie F(t) mufi ein 
Druck wirken. Nennen wir diesen liydrostatisclien Druck p, so 'er- 
halten wir als erstes Glied von Fj die GroBe— Die Annahme, 
daB die GroBen Fj durch diese ersten Glieder erschopft sind, wiirde 
uns zu der Theorie der idealen Fliissigkeiten fiihren. Bei den zahen 
FlUBsigkeiten mtissen die Fj auch andere Glieder enthalten. Von die- 
sen anderen Gliedern miissen wir annehmen, daB sie von den Form- 
anderungen, den Deformationen, abhangen, welche die Fliissigkeit 
wahrend der Bewegung erleidet. Um unsere Aufgabe zu losen, rniis- 
sen wir uns'zuerst klarmachen, wie man diese Formanderungen mathe- 
matisch beschreiben kann. 

Wir betrachten einen beliebigen Punkt, P, mit den Koordinaten Xj, 
in der Fliissigkeit. Uj sei dort die Geschwindigkeit. Ein anderer Punkt, 
P', in der Fliissigkeit habe die Koordinaten a;/ und die Geschwindig- 
keit Uj\ Wenn die GroBen Uj als Funktionen von x^y % stetige 
Ableitungen erster Ordnung haben und wenn die drei GroBen | x/ — Xj | 
geniigend klein sind, so gilt annahernd: 

Mit Hilfe dieser Gleichungen untersuchen wir die Bewegung der 
Fliissigkeit in der Umgebung von P. Wir halten also diesen Punkt 
fest, lassen aber P' einen beliebigen Punkt der Umgebung von P. 
sem. Das erste Glied in unserem letzten Ausdrucke fiir u/ ist von P' 
unabhangig. Es entspricht einer Translation des ganzen, P umgeben- 
den Fliissigkeitsvolumens. Das zweite Glied gibt, explizite ausgeschrie- 
ben, in den drei Fallen 7 = 1 , 2, 3: 






dx^J 


Diese Geschwindigkeitskomponenten entsprechen einer Drehung 
des P umgebenden Fliissigkeitsvolumens um eine durch P gehende 
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DreWkM mlt Kompoaenton: 

1 /dwa 

2 \da:i 




Die beiden ersten Glieder in unserem Ausdruck fiir 


Uj entsprechen also zusammen der allgemeinsten Bewegung, welche 
ein fester Korper ausfliliren kann. Wir schlieBen bieraus, daB das 
letzte Glied in unserem Ausdruck fiir u/ einer Bewegung entspricht, 
bei welcher die Volumenelemente der Fliissigkeit ihre Form andern und 
also fortwahrend deformiert werden. Wir sehen, daB wir als MaB der 
Gescbwindigkeit, mit welcher die Deformationen ablaufen, die neun 


GroBen: 


1 Iduj 


2 \dxic dx. 


+ 




(;*, *=1,2, 3) 


verwenden konnen. Wir bezeichnen diese neun GroBen als Kom- 
ponenten des Deformationstensors. Der Tensorkomponentencharakter 
kommt in unserer Formel fiir u/ darin zum Ausdruck, daB die drei 
GroBen {x^— xjt)Djk (; == 1, 2, 3) Komponenten eines Vektors sind, 
was bekanntlich besagt, daB sie bei Obergang zu einem anderen recht- 
winkligen Bezugssysteme mit demselben Anfangspunkte in derselben 
Weise wie die Koordinaten transformiert werden. Dies gilt stets, 
wo wir auch den Punkt P' in der Nahe von P nehmen. Wir sehen 
hieraus, daB, wenn Vf die Komponenten eines ganz beliebigen Vektors 
sind, immer die drei Summen vt (; = 1, 2, 3) Komponenten eines 
Vektors sind. Hieraus folgt ferner, daB GroBetripeln wie VkDjttDif 
usw. Vektoren sind.* 


1 8. Beziehung zwischen ReibungskrHIten 
und Deformationstensor. 

Wir haben angenommen, daB die GroBen auBer den Druck- 
komponenten andere Glieder enthalten, welche von den Deforma- 
tionen der Fliissigkeit wahrend der Bewegimg abhangen. Wir konnen 
jetzt diese Annahme in bestimmterer Form aussprechen. Wir nehmen 
an, daB diese Glieder von den Deformationskomponenten Dyjb und von 
den drei GroBen wy, welche die Orientierung des betrachteten Flachen- 
elementes von F{t) festlegen, abhangen. Wir setzen also: 

-f 0f{nk9 Dim) • 

Die drei Gr5Ben 0^ miissen, wie unsere Formel zeigt, Komponenten 
eines Vektors sein. 


* VgL wegen weiterer Ausfiihrungen iiber Tensoren 3 8. 
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t)l>er die Abh&ngigkeit der Fnnktionen 0^ von n* gibt unsere Be- 
wegongsgleichung ( 1 ) Aufsoblufi. Wir wenden diese Gleicbung auf ein 
raumlicbes Viereck an, das wir in der Weise erhalten, daO wir durch 
einen beliebigen Punkt P der Fliissigkeit drei mit den Koordinaten- 
achsen parallele Geraden zieben and diese Geraden mit einer niobt 
durcb P bindurcbgebenden Ebene abscbneiden. Wenn wir diese Ebene 
sicb dem Funkte P nabern lassen, konvergieren sowobl das Volumen 
des Vierecks wie die Flacbeninbalte seiner Grenzflacben gegen Null, 
wobei jedoch das Volumen schneller als die Flacbeninbalte gegen 
Null gebt. Wir bezeicbnen mit St, den Flacbeninbalt der Seite des 
raumlicben Vierecks, die gegen die XfAcbse senkrecht ist, und mit 
den dieser Seite entsprechenden Wert der GroBe Ff. S und Ff 
haben dieselbe Bedeutimg fiir die vierte Seite des Vierecks. Die 
Gleicbung (1) ergibt fiir ein sebr kleines Gebiet ann&bernd: 

J Fids = 0 

8 

und also fiir unser Viereck in den hier eingefiihrten Bezeichnungen: 


Da: 

so folgt: 




Wir sehen hieraus, daB Fj eine lineare und homogene Funktion der 
GroJJen Uk ist. Dasselbe gilt offenbar von den GroBen Oj, 

Unsere Aufgabe ist jetzt, einen von den Gr5Ben w*, Dim abhan- 
gigen Vektor zu bestimmen, der von den GroBen n* linear abhangt. 
Bs gibt unendlich viele solche Vektoren. Wir konnen fiir Of den Ansatz: 


0^ = 9^1 w-/ + ^2!^kDji: + (f^nuDjiDijc + • • • 

machen, wo q)^, 9 ^ 2 .. . beliebige Funktionen der skalaren GroBen sind, 
die man aus dem Tensor Djjc erhalten kann (D**, Djj?, DjuDkiDij usw.). 
Das erste Glied in diesem Ansatz gibt ersichtlich nichts Neues. Es hat 
genau dieselbe Form wie das Glied: — pw/, das wir aus dem hydro- 
statischen Drucke erhielten. Dieses erste Glied in unserem Ansatze 
konnen wir deshalb weglassen. Aber selbst wenn wir dies tun, bleibt 
eine unendliche Zahl von Ansatzen fiir 0j iibrig, die alle theoretisch 
moglich sind. Der einfachste Ansatz, den wir fiir Fj machen konnen, 
wenn Fj iiberhaupt von den DeformationsgroBen abhangen soli, ist: 

Py = - pn, + = - pn, + pn» (|^ + |^) > (3) 
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WO iJL bei konstanter Temperatur und Dichte eine konstante Grofie ist. 
Bei langsamen Bewegungen hat sich dieser Ansatz bewahrt. Ob er auch 
bei schnellen Bewegungen geniigt, kann nur der Vergleich zwischen der 
auf dieser Annahme aufgebauten Theorie und der Erfahrung lehren. 
In diesem Buck werden wir den Ansatz (3) unseren Betrachtungen zu- 
grunde legen. 


l4. Aufstellang der grundlegenden hydrodynamischen 
Integralgleichungen. 

Wir fiihren den Wert (3) von Fj in unsere Gleichung (1) ein und 
bekommen: 

t 

f {QUj)tdo) — J(gUj)toda) = Jdt J gX^dco H- 

B(i) JB(fi) fi Bio 

+A/ 1 (Is 


Wir haben angenommen, daB die Dichte der Fliissigkeit konstant 
ist. Q hat also in der ganzen Fliissigkeit denselben, von der Zeit un- 
abhangigen Wert. Wir wollen annehmen, daB mit geniigender An- 
naherung dasselbe in bezug auf die Temperatur gilt. Auch die Zahig- 
keit fjL muB dann in der ganzen Fliissigkeit denselben, von der Zeit un- 
abhangigen Wert haben. Wir konnen unter diesen Voraussetzungen 
unsere Bewegungsgleichung in einfacherer Weise schreiben. Fiir eine 
beliebige geschlossene Flache innerhalb der Fliissigkeit gilt wegen der 
Kontinuitatsbedingung (2): 

j ujcUicdS = 0 . 

Wir verschieben die geschlossene Flache ein Stiickchen Ax^in der Rich- 
tung der aj^-Achse und stellen ebenfalls fiir die so erhaltene Flache die 
Kontinuitatsbedingung auf. Sie kann in der Form: 


Ju/n/dS^ = 0 

geschrieben werden, wo: w*,' = n*, d/S' = dS, Uu == w* + Axf 
Wir erhalten also durch Subtraktion und Division mit Ax^: 


duk 

dx^ 


Unsere Bewegungsgleichung kann also auch in der folgenden Form 
geschrieben werden: 
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e J(tif)fd(o = g Jdt jXfdco + 

i(n f B(t> 


+ 


<• i^(0 


(4) 


Wir konnen den Inhalt der Gleichnng (4) auch in anderer Weise 
schreiben. Wir betrachten einen unbeweglichen Raumbereich, 5, 
von dessen Grenzflaohe F wir annehmen, daB sie eine stiickweise 
stetige Tangentenebene besitzt. Wir nehmen an, daB B wahrend 
der Zeit bis t innerhalb der Fliissigkeit liegt. Wir konnen den 
Impnls, der wahrend derselben Zeit in B erzeugt wird, dadurch 
berechnen, daB wir die Resultierende der Krafte, die auf die Fliis- 
sigkeit in B wirken, zwischen und t integrieren. Bin Teil dieses 
Impulses befindet sich noch zur Zeit t in S. Er hat in der Richtung 
der aj^-Achse die Komponente: 






Der andere Teil ist, der Fliissigkeit folgend, durch die Grenzflache F 
hinausgestromt. Es ist leicht, die Komponenten dieses Teiles zu 
berechnen. Wahrend der Zeit dt stromt durch das Flachenelement 
dS eine Fliissigkeitsmenge QUjtntdSdt hinaus, wenn w* die Richtungs- 
cosinusse der nach auBen gezogenen Normale von dS sind. Gleich- 
zeitig stromt ein langs der x^-Achse gerichteter Impuls von dem Be- 
trage QUjUunudSdt durch dS hinaus. Der gesamte Impuls in der 
Richtung der x^-Achse, der wahrend der Zeit bis t durch F hinaus- 
stromt, ist also: 


und wir haben: 


ojdtj Uj Uk Uk dS , 

<• F 

Q J (Uf)id(o — qJ (Uj)^d(jj W/W* Wjfcd/S - 


!• F 


• i 

= gJdtfXfdo) +Jdef^'— pn^ + link dS. 


f F 


Wir erhalten durch direkte Integration: 
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Folglich ist; 




Die Kontinuitatsbedingung: 


Q JukHidS — 0 , 


welche fiir jede geschlossene Flache in der Fliissigkeit gilt, zeigt, daB 
fiir jeden Bereich innerhalb der Fliissigkeit: 


r j A 

1 7T — do) = 0. 

J axjt 


Daraus folgt als andere Form der Kontinuitatsgleichung ^-^==0, 
so daB auch: ^ 


folglich:* 


B 

J UjUunjcdS = j Uk^^do), 


Wir erhalten also endlich unsere Bewegungsgleichung in der fol- 
genden Form: ^ 

Q f (tCf)tda) — qJ (w/^do) = gjdtf(x^ ’—Uk d(o + 

^ f * (5) 

+fdtf[-pn, + 


1 5. Die hydrodynatnischen Differentialgleiohungen. 

Dber die Geschwindigkeitskomponenten haben wirjbis]^ jetzt 
nur vorausgesetzt, daB sie stetige Ableitungen nach haben. 

Wir wollen jetzt unsere Voraussetzungen erweitern. Wir nehmen zu- 
nachst an, daB die GroBen Uj Ableitungen nach t besitzen, welche in 
Eaum und Zeit stetig sind. Wir setzen dann in (6) = ^ — divi- 

dieren unsere Gleichung mit dt und fiihren den Grenziibergang 0 
aus. Wir erhalten: 

B B F 

Die Beschleunigung eines Partikels mit der Geschwindigkeit 
0 Komponeuten: 
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dujdxi 

dxft di 


duf 

-sr+'“ 


duf 


Wir konnen deshalb unsere Gleichung (6) klirzer in der folgenden 
Form schreiben: 


5 ^) <’> 

B B F 


Wir nehmen jetzt an, dafi die GroBen Uj stetige Ableitungen zweiter 
Ordnung in bezug auf die Koordinaten xj^ besitzen. AuBerdem neb- 
men wir an, daB der Dnick p stetige Ableitungen erster Ordnung in 
bezug auf dieselben Variabeln besitzt. Wir konnen in diesem Fall 
das in Gleicbung (6) vorkommende Flachenintegral in ein Volumen- 
integral umformen. Wir haben schon oben die Tatsache benutzt, daB, 
wenn / eine in einem Bereicbe B stetige Funktion ist und wenn die 
Grenzflache F von B eine stiickweise stetige Tangentenebene besitzt: 


B F 

ist. Wir setzen in dieser Formel / einerseits = p, andererseits = 
und eihalten: 


duj 

dxu 


J fntdS 


dp 

dxi 


dcOj 



wenn wir in ublicher Weise: 


^ A,, 

dxjt^ dx-^ dx^ dx^ ' 

setzen. Unter den oben gemachten Voraussetzungen konnen wir also 
unsere Bewegungsgleicbung in der folgenden Form schreiben: 




+ Q IXj — % 


da) = 0. 


Diese Gleichung soil erfiillt sein, wie wir auch den Bereich B 
innerhalb der Fliissigkeit wahlen. Von alien im Integranden vorkom- 
menden GroBen mit Ausnahme von Xj haben wir vorausgesetzt, daB 
sie stetige Funktionen von x^, ajj* nehmen jetzt an, daB 

auch die GroBen X^ stetig sind. Der Integrand in unserem Integrale 
ist dann eine stetige Fimktion von x^, x^^ x^. Hat diese Funktion in 
irgendeinem Punkte einen nicht verschwindenden Wert, so konnen 
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wir diesen Funkt mit einer gescUossenen Flaclie umgeben, inner- 
lialb welcber der Integrand liberal! dasselbe Vorzeicben hat. Da dies 
in Widerspruoh mit unserer Gleichnng steht, so konnen wir schlie- 
fien, daB diese Gleichnng imter den zugrunde gelegten Annahmen nur 
dann erfiillt sein kann, wenn uberall in der Fliissigkeit: 



so laBt sich diese Gleichnng anch in der Form: 



schreiben. Im stationaren Falle, d. h. wenn die GroBen Uj von t nn- 
abhangig sind, gehen diese Gleichungen in die folgenden iiber: 



Wir betrachten schlieBlich den Fall, wo ein Korper sich mit kon- 
stanter Geschwindigkeit U in einer Fliissigkeit bewegt. Wir wenden 
ein Bezngssystem an, das dem Korper in seiner Bewegnng folgt nnd 
das wir so orientieren, daB die a^j-Achse mit der Bewegnngsrichtnng 
des Korpers parallel ist. Wenn die in diesem Bezngssystem gemesse- 
nen Geschwindigkeitskomponenten sind, so setzen wir : J 7 + 

^2=^2, ^3 = %. Wir erhalten so im stationaren Falle nnd anf ein 
Eoordinatensystem bezogen, das sich mit der Geschwindigkeit u langs 
der Xj-Achse bewegt: 
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Die Kontinuitatsbedingung hat in alien drei Fallen dieselbe Form: 
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§ 2. Die verallgemeinerte PoissonBohe Gleichung 


J« = Z(av) + l/(av; (2) 

Man kann, wenn man will, gleichzeitig den Parameter A in die Werte 
einflihren, welche u auf der Grenzflache F annehmen soli. Wir 
schreiben vor, daB auf F: 

u = C^(0) + ACra>+ . . . + A'»Crc«> + • • • (3) 

sein soil, wo U ^'> . . . vorgeschriebene Funktionen sind. Wir ver- 
suchen die so abgeanderte Aufgabe durcb eine Reihe zu losen, welche 
nach Potenzen von A fortschreitet: 


u(x^; A) = + . . . (4) 

Zur Bestimmung der Funktionen u^K . . erhalten wir die Glei- 
chungen: 




( 6 ) 


WO die Glieder rechts durch Einsetzung der Reihe (4) in das rechte 
Glied der Gleichung (2) und nachfolgender Entwicklung nach Po- 
tenzen von A erhalten werden. Die zugehorigen Nebenbedingungen 
sind: auf der Grenzflache (w = 0, 1, 2 . . .). Offenbar 

miissen wir bei der Losung des Systems (6) so verfahren, daB wir 
zuerst die erste Gleichung mit der Nebenbedingung auf F 

losen, dann die gefundene Funktion rechts in die zweite Glei- 
chung einsetzen, diese Gleichung mit der Nebenbedingung 
auf F auflosen und so fortf ahren. Die partiellen Diff erentialgleichungen 
und die Nebenbedingungen, zu welchen wir durch dieses Rekursions- 
verfahren gefuhrt werden, sind alle von demselben Typus. Die Diffe- 
rentialgleichungen sind von der Poissonschen Art: 

Au = X(Xf), ( 6 ) 

und die Nebenbedingung ist immer, daB die Funktion u auf der 
Grenzflache F vorgeschriebene Werte U annehmen soil. Mit diesem 
Poissonschen Problem miissen wir uns zuerst beschaftigen. 


22. L&sung der Poissonschen Gleichnngen vermittels der 
Greenschen Funktion. 

Wir erinnern zunachst daran, wie man mittels der von Green ein- 
geflihrten Methoden die Poissonsche Gleichung (6) auf die Laplace- 
sche Gleichung: 
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( 7 ) 

zuriickfilhren kann. Wenn F* (ifc = 1, 2, 3) die Komponenten eines im 
Bereiclie B stetigen und in bezug auf x^, ajg, stetig differenzierbaren 
Vektors sind, so ist, wie wir oben gesehen haben: 




F 


V sei jetzt eine in B stetige und zweimal stetig difEerenzierbare Funk- 

Ov 

tion von Xn, x^, Wir setzen F* = w ^ — und erhalten: 

OXjf 


/H ' + ii li. “ 




wenn wir w* ^ setzen. Wir erhalten in derselben Weise, wenn 

uXf^ difh 


u ebenfalls in B zweimal stetig difEerenzierbar ist: 


* Also: 


[Lju + p p-)d„ = fAs. 

J \ oxit dxu! J an 



B F 


( 8 ) 


(;* = 1, 2, 3) seien jetzt die Koordinaten eines Punktes inner- 
halb von F. Wir verstehen unter B (e) den Bereich, der innerhalb von 
F und auBerhalb einer Kugel mit dem Mittelpunkte in und dem 
Radius e liegt. Wir wahlen e von Anfang an so klein, daB die in- 
nere Grenzflache ganz im Innern des Gebietes B liegt, und werden 
bald e gegen Null konvergieren lassen. Wir nehmen an, daB v inner- 
halb von 8 in der Form: 


dargestellt werden kann, wo r = die Entfernung zwischen 

dem Aufpunkte Xj und dem Punkte ist und wo w eine stetige 
und zweimal stetig difEerenzierbare Funktion von Xj ist, welche der 
DiSerentialgleichung 


genligt. Wenn u eine Losung der Poissonschen Gleichung (7) ist, so 
haben wir dann in B(e): 

Au = X, Av = 0. 
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FolgKch: 

j{uAv — vAu)d(o = — jvXdco. 

BCe) 

Wir wenden die Gleiohung (8) auf die Funktionen u und v und den 
Bereich B{b) an. Wir erhalten: 


Bie) 


Wir haben auf der Kugel r = e: 

dv 1 


dw 


Femer: 

Folglich: 

und: 


(in e* dn 


jdS — 

f — e 


.(.r) = - foxd^ + 

B F 

Wir wollen iiber die Funktion v noch eine Annahme machen. Auf 
der Flache F soil v verschwinden. Dann folgt wegen u= U auf F : 




(9) 


Wenn die Poissonsche Gleiohung (6) mit der Nebenbedingung u = U 
auf F eine Losung besitzt, welche in B zweimal stetig diSerenzierbar 
ist, so wird sie duroh das reohte Glied von (9) dargestellt. Umgekehrt 
geniigt die duroh (9) definierte Funktion u, wenn X stetig differen- 
zierbar ist, im Innern von F stets der Gleiohung Au=^X und nimmt, 
wenn F stetige Tangentenebenen und stetige Ejummungen besitzt 
und V stetig ist, auf F den Wert U an. In diesem Sinne kann man 
sagen, daB duroh diese Gleiohung das Foissonsohe Problem auf eine 
spezielle Bandwertaufgabe bei der Laplaoeschen Gleiohung zurtiok- 
gefiihrt worden ist, auf die Aufgabe, eine in B regulare, d. h; stetige 
und zweimal stetig di&erenzierbare Losung u; der Laplacesohen Gleiohung 
zu bestimmen, die an der Grenzflaohe F die Werte — 1/r annimmt. 
Man sieht, da£ die hiermit gewonnene Beduktion des Poissonschen 
Problems ganz und gar auf den Eigenschaften der Funktion 1/r be- 
ruht. Dies ist ein Grund, warum man diese Funktion als die Grund- 
losung der Laplaoesohen Gleiohung bezeichnet. Die oben definierte 
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Funktion v nennt man die (erste) Greensche Funktion der La- 
placeschen Gleichung. 

Wie bestimmt man die Funktion ti;? — In einigen Fallen, wie bei 
einer Kugel, kann man mit einfachen Mitteln diese Funktion her- 
stellen. Im allgemeinen ist aber die Bestimmung von w ebenso kom- 
pliziert wie das Problem, eine in B regulare Losung, v, der Laplace- 
schen Differentialgleichung zu bestimmen, welche auf F beliebig vor- 
geschriebene Werte annimmt. Um v allgemein zu bestimmen, machen 
wir unter Benutzung der Grundlosung den Ansatz: 


v(P(0)): 




d I 

dnp T 


dSp. 


ist bier ein beliebiger Punkt innerbalb von P, P ein Punkt auf 
F. r ist die Entfernung P-*-P(0). - bat die Bedeutung (j?* 

difip o Xjs 

die Koordinaten von P, die Koordinaten von P(®>). a ist eine 
Funktion, deren Werte auf F aus der Bedingung v = F auf F zu be- 
stimmen sind. Diese Bedingung fiibrt, wenn man P<^®> auf F riicken 
laBt, nacb einem bekannten Satze der Potentialtbeorie auf die Inte- 
gralgleicbung vom Fredbolmscben Typus*: 


Die Auflosung dieser Integralgleichung gibt uns o und damit v. 


2 3. Anwendang auf die yerallgemeinerte Poissonsche 

Oleichung. 

Wir nehmen an, daB ea uns gelungen ist, die Funktionen zu 

oo 

bestimmen. Wir konnen jetzt die Reibe bilden. Wir begegnen 

0 

bier der Frage, ob diese Reibe konvergiert. Wir werden nicbt auf diese 
Frage eingeben, sondern erwabnen nur, daB man unter sebr allgemeinen 
Voraussetzungen beweisen kann, daB die Reibe konvergiert, wenn \k\ 
unterbalb einer gewissen Grenze liegt. Die Reibe definiert dann in der 
Umgebung von A = 0 eine Funktion u{Xf; A), die in A anal)rtiscb ist. 
Wir konnen unter denselben Voraussetzungen beweisen, daB u{xf, A) 
innerbalb von F partielle Ableitungen der zwei ersten Ordnungen in 
bezug auf x^, x^, besitzt und der partiellen DifiEerentialgleicbung: 

* Man vergleiche bierzu etwa Courant-Hilbert, Metboden der mathematiBchen 
PhyBik I, Kap. III. 


g Oseen, Hydrodjmamik 
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f 2. Die verallgemeinerte PoisBonsohe Gleicbung 


Au = X + Xi{xf-,u,^^ 

geniigt. Liegt derPunkt i = 1 im Konvergenzbereiche derReihe, so kon- 
nen wir in derselben A = 1 setzen und erhalten dadnrch eine Losung un- 
seres Problems. Es ist aber wobl zu bemerken, daB es keineswegs sicker 
1st, daB nur diese Losung existiert. Man kann in der komplexen A-Ebene 
iangs verschiedener Wege vom Punkte A = 0 zum Punkte A = 1 kom- 
men. Wenn die Funktion u(Xj\ A) eine vieldeutige Funktion von A ist, 
so kann man auf diese Weise mehrere Werte dieser Fimktion im Punkte 
A = 1 erhalten. Wir haben erst dann unser Problem vollstandig gelost, 
wenn wir das Verhalten der Funktion u(xj\ A) in der ganzen komplexen 
A-Ebene kennen. — Wenn der Punkt A = 1 auBerhalb des Konver- 
genzkreises unserer Reihe liegt, so liegt er dock oft im Existenz- 
bereiche der Funktion u(xj] A). Man kann dann den Wert (oder die 
Werte) dieser Funktion im Punkte A=1 aus der Potenzreihe durch 
anal 3 rti 8 che Fortsetzung erhalten oder auch durch eine der Polynom- 
reihen, durch welche man, nach dem Vorgange von Mittag-LefEler, die 
analytische Fortsetzung ersetzen kann. 

2 4. Das iiuBere Problem. Eine eharakteristische 
Schwierigkeit. 

Wir wenden uns zum zweiten Problem, das wir bei der verall- 
gemeinerten Poissonschen Gleichung zu betrachten haben, dem auBeren 
Probleme. Es liegt nahe, die Losung in derselben Weise wie fiir das 
innere Problem zu versuchen. Wir fiihren wieder sowohl in die Diffe- 
rentialgleichung wie in die Randwerte einen Parameter A ein und 
erhalten wieder ein System von Poissonschen Gleichungen. Was neu 
hinzugekommen ist, ist nur, daB wir jetzt von den Losungen dieser 
Gleichungen nicht nur verlangen mussen, daB sie auBerhalb von F 
regular sind und auf F vorgeschriebene Werte annehmen, sondern 
auch, daB sie im unendlich Fernen verschwinden. DaB mit dieser Be- 
dingung etwas wesentlich Neues hinzugekommen ist, das wird, wie 
ich glaube, am einfachsten und besten aus der Behandlung eines 
speziellen Beispieles hervorgehen. 

Wir stellen uns die Aufgabe, eine Losung der partiellen Differen- 
tialgleichung: ^ 

Au^2X^ (10) 

ZU bestimmen, welche auBerhalb von der Kugel = Xj? = regular 
ist, im unendlich Femen verschwindet und auf der Kugel den Wert: 
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n\ 


= 


annimmt. Wir versuchen unser Problem durch eine Potenzreihe : 
A) = zu losen. Wir erhalten zur Bestimmung der Funk- 

n 


tionen die Diff erentialgleichungen : 






J = 2 


rjw(n--i) 


Die Grenzbedingungen sind: im unendlich Fernen: = 0, 

n = 0, 1, 2 . . auf der Kugel jR = a: == 1, 

^(n) = • • • Wir erhalten sofort: — ajR. Zur Bestimmung von 

dient die Diff erentialgleichung : 




2ax^ 


mit den Nebenbedingungen: fiir R = a : u^^'> x^; im unendlich Fer- 

nen; = 0. Man kann nun leicht unendlich viele aufierhalb von 
R =z a regulare Losungen dieser Differentialgleichung finden, welche 
auf der Kugel R=^ a den Wert annehmen. Eine solche Losung i8t> 
wie wir auch die Konstanten A, B . wahlen: 


Aber fiir kein Wertsystem A, B , verschwindet dieser Ausdruck im 
unendlich Fernen, und eine nahere Untersuchung zeigt, daB es keine 
Funktion gibt, welche alle unsere Bedingungen fiir erfullt. Wir 
miissen hieraus schlieBen, daB die oben dargelegte Methode zur Losung 
einer partiellen Differentialgleichung in dem hier betrachteten Falle 
nicht anwendbar ist. 


2 5. Anflosung der Schwierigkeit. 

Es ist nicht schwer, den inneren Grund der oben hervorgehobenen 
Schwierigkeit zu finden. Wir konnen leicht diejenige L5sung der 
Gleichung (10) bilden, welche den vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
geniigt. Wir setzen zu diesem Zweck; 


2 * 
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Zur Bestunmong der Funktion / erhalten wir aus (10): 




= AV.l 


Diese DifEerentialgleiclmug hat zwei partikulare Integrale: e±*^. Fiir 
uns kommt nur diejenige Losung derDifierentialgleichung inBetracht, 
die im unendlich Femen verschwindet. Wir bezeichnen mit V die- 
jenige der beiden Zahlen + A, deren reeller Teil positiv ist. Die Losung 
unseres Problems ist dann: 

u= 

R 

Wenn der reelle Teil von X positiv ist, so erhalten wir bieraus: 

^^R "" I ® ~ ^ ■ 

Wenn dagegen der reelle Teil von X negativ ist, so erhalten wir: 

u = = + + + ■ ■ * 

Wir seben, dafi man in beiden Fallen u in eine nacb steigenden Po- 
tenzen von X fortscbreitende Reihe entwickeln kann. Wir seben aber, 
daJJ die Koeffizienten dieser Reiben, wenn w > 1 ist, im unend- 
bcb Fernen nicbt verschwinden. Wir seben scblieBbcb, daB diese 
Koeffizienten in den beiden Fallen verscbiedene Werte baben. Die 
letzte Tatsacbe ist die wicbtigste. Sie zeigt sofort, daB es keine Po- 
tenzreihe in X gibt, die in ibrem ganzen Konvergenzbereicbe unsere 
Losung darstellt. Es ist also nicbt mfigUch, diese Losung durcb eine 
nacb steigenden Potenzen von A fortscbreitende Reibe darzustellen. 
Der innere Grund der Scbwierigkeit, auf welcbe wir gestoBen sind, 
war der unricbtige Ansatz der Losung, von welcbem wir ausgegan- 
gen sind. 

Wir werden im zweiten Teile, Kap. 5, zu einem Problem gefiibrt 
werden, das in matbematiscber Hinsicbt dieselbe Natur wie das 
zuletzt behandelte bat, Wir werden dort seben, daB solcbe Fragen 
wie diejenigen, mit welcben wir uns in diesem Paragraphen beschaf- 
tigt baben, nicbt nur ein matbematiscbes Interesse besitzen, sondem 
daB die Losung der hydrodynamiscben Paradoxien auf der ricbtigen 
Beantwortung solcber Fragen berubt. 
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§ 3. Die Grnndl5simgen der hydrodynamischen 
Differentialgleicbungen von Stokes. 

3 1. Die Stokesschen Gleichungen. 

Wenn wir die oben dargelegte Methode zur Losung der verall- 
gemeinerten Poissonschen Gleichung auf das hydrodynamische Pro- 
blem anwenden wollen, haben wir zuerst die Grundlosimgen der 
linearen, homogenen Systeme von partiellen Differentialgleicbungen 
aufzusucben, die man aus den verschiedenen Systemen von hydro- 
dynamischen Differentialgleicbungen erhalt. Diese Losungen haben 
fiir jene linearen Gleichungen dieselbe Bedeutung wie die Funktion 
1/r fur die Laplacesche Gleichung. Wir behandeln zuerst den einfach- 
sten Fall, den stationaren. Wir kehren also zu den Systemen ID und 

d u • 

IP in § I zuriick. Durch Vernachlassigung der in Wy, quadrati- 

schen Glieder und durch die Annahme = 0 erhalten wir aus diesen 
beiden Systemen dieselben linearen, homogenen Systeme von par- 
tiellen Differentialgleicbungen : 

dp _ .. duf 


II A Uj- 


ox^ dx^ 


0 . 


( 1 ) 


Wir nennen diese Gleichungen die Stokesschen^ weil Stokes eine 
Methode zur Herleitung der Differentialgleicbungen der Hydrodyna- 
mik angegeben hat, und weil er eine wichtige Anwendung der ver- 
einfachten Form (1) derselben gemacht hat. 


32. Verallgemeinerung der Greenschen Formel. 

Wir nehmen an, daB in einem Bereiche B des x^, iCg-Raumes 
zwei Systeme von Losungen des Systemes (1), Uj, p und Vj, p, existieren. 
Wir nehmen an, daB Vj in B eindeutig, stetig und zweimal stetig 
differenzierbar sind, ferner daB p und p eindeutig, stetig und einmal 
stetig differenzierbar sind. Wir haben dann in B: 

dp ^ . dv r. dui dvi 


fxAuj- 


dxi 


also: 


d V 

0 . 


^ 0 

dxj dxj ’ 


/ 1 j - ii) - j - iij 


do) = 0 


und, wenn wir mit F die Grenzfiache von B und mit n^ die Kom- 
ponenten einer nach auBen gezogenen Normale von der Lange 1 be- 
zeichnen: 
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F 

Unsere Aufgabe ist, solche Losungen Vj, p des Systemes (1) zu finden, 
daB wir mit Hilfe von ihnen und der Gleicliung (2) die Werte von 
^ 2 , in einem beliebigen Punkte von B berechnen konnen, in 
ahnlicher Weise wie wir mit Hilfe der Funktion Ijr den Wert einer 
Losung derLaplaceschenDifferentialgleichung in einem inneren Punkte 
bei gegebenen Werten der Losung selbst und ihrer normalen Ableitung 
an der Grenzflache berechnen konnten. Wir brauchen offenbar drei 
verschiedene Systeme von Losungen des Systemes (1), um die drei 
Komponenten in den Eandwerten ausdriicken zu konnen. 

Klar ist ferner, daB wir dieses System von neun Funktionen v so 
wahlen konnen, daB es nur von den beiden Punkten P =■= 
p(0) = abhangt, und daB es dann eine Form haben 

muB, welche von dem speziellen Bezugssysteme, das wir unserer 
Untersuchung zugrunde gelegt haben, vollstandig unabhangig ist. 
Wir haben wieder mit einem Tensor zu tun und wollen deshalb hier 
einige Bemerkungen Tiber Tensoren einschalten. 

38. Grundeigenschaften der Tensoren. 

Wenn ein bestimmtes, rechtwinkliges Bezugssystem x gegeben 

ist, kann man drei beliebige GroBen stets als Komponenten 

eines Vektors in diesem Bezugssysteme auffassen. Geht man durch 

eine Transformation: , , i /ox 

x/ = af + , (3) 

wo: 

ifi = li2 = //I = 1 , liklfi (* + 0 = 0. (4) 

ZU einem neuen rechtwinkligen Bezugssysteme Tiber, so werden die 

Komponenten des soeben betrachteten Vektors im neuen Systeme v/ 

aus den Formeln: . , 

v/=-ljkVk (5) 

erhalten. In entsprechender Weise kann man stets neun beliebige 
GroBen 0, Jfc = 1, 2, 3), als die Komponenten eines Tensors (vom 
Kange 2) in einem bestimmten Bezugssysteme auffassen. Geht man 
dann durch eine Transformation (3), (4) zu einem neuen Bezugssysteme 
iiber, so bekommt der Tensor in diesem Systeme die Komponenten: 

tjk = iimhntmn * (^) 

Wir nehmen jetzt an, daB drei Fimktionen Vj{x, x^^\ x <^^'>. . .) gegeben 
sind, welche von einem veranderlichen PTmkte P mit den Koordinaten 
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^3 und auBerdem von festen Punkten . . . mit den 

Koordinaten a?/®), . . abhangen mogen. Wenn ein bestimmtes 

Bezugssystem vorliegt, ordnen die Funktionen jedem Punkte P 
einen bestimmten Vektor zu. Sie definieren mit anderen Worten ein 
Vektorfeld. Gehen wir durch die Transformation (3), (4) zu einem 
anderen Bezugssysteme iiber, so erhalten wir die Komponenten un- 
seres Vektorfeldes im neuen Bezugssysteme durch die Formeln ( 6 ). 
Es kann nun vorkommen, daB: 

wo . . aus x/^'> . . . in derselben Weise wie x' aus x 

erhalten werden und also: 


Xj' = a, + IffXt , a;/")' = Oj + , n = 0, 1 . . . (8) 

Oder, wie wir wegen (4) diese Gleichungen auch schreiben konnen: 

Xj = Ikj^k "f" Ikj^'k ) X^^^ Ikj^k "I" ^kj^k^^^ • 

Wenn die Beziehungen (7) fur alle Werte von und alle mit der Be- 
dingung (4) vertraglichen Werte von bestehen, wenn also die 
Komponenten des Vektorfeldes dieselben Funktionen der Koordinaten 
bleiben, wie man auch das rechtwinklige Bezugssystem wahlt, so 
sagen wir, daB das Vektorfeld gegeniiber der kontinuierlichen Trans- 
formationsgruppe (8) invariant ist. Wir sagen in derselben Weise, 
daB ein Tensorfeld . .) gegeniiber der Transformations- 

gruppe (8) invariant ist, wenn: 

tjk = Ijmhntmni^, ■■•) = tjk(x', . . .)• (9) 

Alls den Beziehungen (9) folgt: 


tf/ = tji{x, x^^^, . . .) = tjj{x', a?(®>', . . .). 


Aus jedem gegeniiber den Transformationen ( 8 ) invarianten Tensor 
vom zweiten Range konnen wir also eine skalare GroBe tjj- ableiten, 
welche dieselbe Funktion der Koordinaten bleibt, welches recht- 
winklige Bezugssystem man auch benutzt. 

Es ist leicht, Beispiele invarianter Vektorf elder zu bilden. (P(r) sei 
eine beliebige Funktion der Entfernung r zwischen zwei Punkten 
P = a?!, X 2 , X 3 und P(®> = a;i<®>, scg^®), x^^^\ Wir bilden die drei Funk- 
d0 

tionen v, == — Wir haben bei einer Transformation ( 8 ) : 

^ dxj 


und: 


7-2 = (^Xj — {x/ — a:/®^')^ = also r = r' 

d0{r)_ dxt 00 d0(n^ ^ovv 
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Also : v/ = Ijjf vjc {Xy = Vj (x', 

W ftnn * 

x/ = a^ + lfi,Xiy x/®)' = Oy + ;^ifcXifc(®> (10) 


und wenn die Ijk der Bedingung (4) geniigen. 

Es ist ebenso leicht, Beispiele invarianter Tensorfelder zu bilden. 
In einem bestimmten Bezugssystem definieren wir ein Tensorfeld durch 
die Beziehungen: = ^33 == ^, = ^ ^ k), wo A eine Kon- 

stante ist. Die Transformation (6) ergibt fiir ein beliebiges, recht- 
winkliges Bezugssystem: 


Folglich: 


^11 — ^22 — ^33^ — (j ^ k) — 0. 

^jk — Ijmlkn^mn — ^k (^ 0 * 


Ein anderes invariantes Tensorfeld ist: 


Wir erhalten in der Tat bei der Transformation (10): 

. /_» 7 . _dx„,dxn 3*0 _ d^€>(r') „ „,ov, 

- /ym hn <m« - - -^^“7 - </* ^ )• 


Aus diesem Vektorfelde erhalten wir eine skalare GroBe tjj— A^^y 
welche gegeniiber der Transformation (10) invariant ist. Aus dieser 
Invariante konnen wir ein neues invariantes Tensorfeld bilden, indem 
wir setzen: = ^32 = ^33 = Ax^(r)y tjk(j 4^ A) = 0. Bei der Trans- 

formation (10) haben wir dann: 


hi = ^22' = hz = A^0(r) = J^.0(r'), hkij + A:) = 0, 

also: 

tjk = tjk (x', x<®>')* 

Eine Bemerkung iiber die in der Physik auftretenden Vektorfelder 
und Tensorfelder moge endlich hier Platz fin den. Man kann sie stets 
in solcher Form darstellen, daB sie gegeniiber einer Transformations- 
gruppe von der Form (8) invariant sind. Dies folgt xmmittelbar dar- 
aus, daB man sie immer alsFunktionen der realen Dinge darstellen kann, 
welche einen EinfluB auf die physikalischen Erscheinungen ausiiben. 
Wenn wir auf alle diese Dinge Riicksicht genommen haben, kann das 
benutzte Bezugssystem keinen EinfluB auf die Form des Vektor- oder 
Tensorfeldes haben. Wir sehen aber, daB wir in der Transformations- 
gruppe (8), gegeniiber welcher ein Feld invariant ist, ein MaB fiir die 
Einfachheit des Feldes haben. Je geringer die Zahl der Punkte 
ist, die wir zu beriicksichtigen haben, um so einfacher ist das Feld. 
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8 4. GrnndlSsungen zur Bestimmung der 
Geschwindigkeitskomponenten. 

Wir kehren zu unserem Problem, die Grundlosungen der Stokesschen 
Difierentialgleichungen zu bestimmen, zuriick. Wie gesagt, wollen 
wir diese Grundlosungen so wahlen, daB die darin eingehenden Funk- 
tionen v nur von zwei Punkten, P und abhangen, und ferner, 
daB das System dieser neun Funktionen in ganz derselben Weise von 
den Koordinaten abhangt, wie man auch das rechtwinklige Bezugs* 
system wahlt. Es liegt nahe, anzunehmen, daB diese neun Funktionen 
die Komponenten eines gegeniiber der Transformation (10) invarianten 
Tensors vom Eange zwei sind. Wir betrachten, von dieser Gberlegung 
geleitet, einen Tensor, der in einem beliebigen rechtwinkligen Bezugs- 
system die folgenden Komponenten hat: 

r>0. (11) 

ist hier und im folgenden die j fc-Komponcnte eines Tensors, dessen 
Diagonalkomponenten {j = k) den Wert 1 und dessen tibrige Kom- 
ponenten den Wert 0 haben. 

Die drei Funktionen hk g^^^hgen stets, d. h. wenn k den 

Wert 1, 2 Oder 3 hat, der Gleichung: 

= 0 . ( 12 ) 

Oxj 

Wenn wir vorschreiben, daB 0 der Gleichung: 

/ c)^ ()^ \ 

A.A.0=O + + ( 13 ) 

geniigen soil, und wenn wir: 

setzen, so haben wir fiir alle zulassigen j- und fc-Werte: 

= (14) 

Fiir jeden i-Wert (1, 2 oder 3) sind also die drei Funktionen 

und pjc eine Losungder Stokesschen Gleichungen. — Die Differential- 
gleichung (13) kann, da 0 nur von r abhangt, nach der bekannten 
Transformation von A in Polarkoordinaten, in der Form: 

* Bei einer Funktion, die von mehreren Punkten abhangt, ist es zweckmaBig 
und zuweilen notwendig, durch einen Index auf den Punkt hinzuweisen, in bezug 
auf welchen man die Operation A auBzufiihren bat. 
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geschrieben werden. Ihre allgemeine Losung ist also: 0 — ar^ + br 
+ c H , wo a, b, c, d Konstanten sind. Wir setzen aus Griinden, die 

T 

bald deutlicb werden, 0{r) = r. Wir haben dann: 


zl<P== 


2 , , {Xf — x/»>) {Xi — 

+ , 



Wir betrachten jetzt einen Bereich B des ajiajgajg-Ranmes. F sei 
seine Grenzflache. Wir nehmen an, daB die Stokesschen Differential- 
gleichungen eine in B regulars Losung haben. Wir bezeichnen mit 
p(0) = a;^(0)^ 2 ;^(o> einen beliebigen Punkt im Innern von B. Wir 

umgeben mit einer Kugel r == e und wahlen e so klein, daB diese 
Kugel innerhalb von F liegt. B{€) sei der Teil von P, der auBerhalb 
der Kugel r = e fallt. Wir wenden Formel (2) auf das Gebiet B(e) 
an und setzen dabei Vf = p = pk> Die Grenzflache besteht jetzt 
aus zwei Teilen, aus F und der Kugel r = e. Wir haben, weil die 
GroBen rtjje uberall, auch imPunkteP^®\ stetig sind und weil dieOber- 
flache der Kugel r = e mit proportional ist: 


Perner: 



r = e 


dS^O. 


A In “P* ^ ^ “I 7* ■ 


Wir setzen: 


-{-r(p, wo (P(^>) 


und wo wir mit tp eine in der Umgebung von P^®^ endliche Funktion 
des Punktes P bezeichnen. Wir haben dann, weil 


r dS , r(x. - {x, - a;,C0>) dS in , 

J ,2=4^. J ^2 

r 2= e /• =* c 

lim J —Pk^^ dS = 87r^Mi(P<®)). 

Also; 


( 16 ) 
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Wenn man zwolf Funktionen Tfu und Pic kennt, welche innerhalb 
einer geschlossenen Flache F in der Form Tjk = tjk + tjki = p* + 
dargestellt werden konnen, wo p* fiir jeden A;-Wert (i = 1, 2 oder 3) 
eine innerhalb von F regulare Losung der Stokesschen Gleichungen 
ergeben, so konnen wir, wie aus der Gewinnung von (15) unmittelbar 
folgt, in den Gleichungen (15) tju, Pk durch Pt ersetzen. Wenn die 
neun Funktionen alle verschwinden, wenn der Punkt P in die 
Grenzflache F hineinfallt, so erhalten wir: 



3 5. Grnndlosung zur Bestimmung des Druckes. 

Die Gleichungen (15) driicken die GroJJen %(P^®^) durch andere 
GroBen aus, welche sich auf die Grenzflache F beziehen. Man kann 
in ahnlicher Weise p(P^®^) durch jene GroBen ausdrucken. Wir wen- 
den noch einmal die Formel (2) auf den Bereich B(e) an, setzen 


aber jetzt: 


d 1 
dx]r^ 


0, 


welcher Ansatz ersichtlich dem System (1) geniigt. Wir fiihren dann 
wieder den Grenziibergang e-^0 aus. Wir haben, da auf der Kugel 
r = e: Uj = (a:/®^ — Xj) /r: 

(" !is /('• 

r = c r = c 

Wir konnen in der Umgebung des Punktes P^^>: 


duj 

dxic 


(: 


^Y«) 


dx/tl 


+ r(p, p — + rq> 


setzen und erhalten wegen der Beziehung: 


f 


njfik 


dS in 


^jk- 


H?. Z'' ('■ S 4 ^ (1^)*- - 4 

r =« e 

well ja: 


duf 

dxi 


= 0 . 
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Wir haben femer: 




Wir setzen: 


und erhalten: 




Uj — Uf 


r 831 /dwAW . 

r = c ' 

Die Formel (2) gibt also; 




( 17 ) 


3e. Zusammenfassnng. 

Die hydrodynamischen Integralgleichungen. 

Wir wenden unsere Methoden und Ergebnisse auf die vollstan- 
digen hydrodynamischen Differentialgleiohungen fiir den stationaren 
Fall, also auf die Gleichungen IP und IP an. Wir erhalten aus IP; 


/ 1 ''•('* to - 7’”') - ('• fn - f»») I" 


+ 


SjTjU , 


JS 

i /I ^ (t) ('* -'■“'in 0=% , 


II® 




und in derselben Weise aus IP; 

fdv, , 


+ 


Sjtju 


n 




11 “ 


^ / 1 (7 ) • (" S - 7”<) - A ^ (I) 1 + 


4. J_ 

ijc 




(du, 


W X, 


d^' 

dx, 


tjj oxf r 
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tjii und 'Pic haben in diesen Formeln die Bedeutungen: 


ijk == ^ ^ 




dh 9 ^ ^ 

dx^dxic * dxjc r 


Die Gleicbungen 11° und II^ sind fiir jede geschlossene Flache F giiltig, 
welche eine stiickweise stetige Tangentenebene besitzt und welche 
einen inneren Bereicb B begrenzt, wo eine regulare Losung des 
Systemes ID bzw. IP existiert. Aus IP bzw. II*^ folgt umgekehrt, 

wenn die GroBen Xj^ Uj^ in bezug auf Xj, Xg, Xg stetig differenzier- 

bar sind, die Giiltigkeit von IP bzw. IP sowie der Kontinuitats- 
bedingung. Der Inhalt dieser Integro-Differentialgleichungen ist also 
unter den angegebenen Voraussetzungen sachlich derselbe wie der 
Inhalt der Differentialgleichungen IP und II^ sowie der Kontinuitats- 
bedingung. 

Wenn die der Flache F zugehorigen Funktionen T,. und Pjfc be- 
kannt sind, kann man offenbar in 11° und II^ tjjc und pic mit T,, und 
Pfc vertauschen und dadurch diese Formeln vereinfachen. 

Die Grundlosungen der Stokesschen Differentialgleichungen wur- 
den im Jahre 1896 von H. A. Lorentz aufgestellt. 


3 7. Das zweidimensionale Problem. 

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Worten iiber die 
zweidimensionalen Stokesschen Gleichungen ab. Die Differential- 
gleichungen sind wieder: 

firm i) <ti., 

0 . 


ap _ aw, ^ 




dxi 


j soil aber jetzt nur die Werte 1 und 2 annehmen. Wir setzen auch jetzt : 
r* = {Xf - (r > 0), tji = Sjt A0{r)- , 

0{r) soil aber jetzt die Funktion: r^logy sein. Wir haben: 


A0{r) = 21og 2 , A A 0{r) = 0 , pic = 2fx 


Xk—Xk' 


( 0 ) 


Wir betrachten jetzt eine Losung der zweidimensionalen Stokesschen 
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Gleichungen, die innerhalb einer geschlossenen Kurve K in der 
Ebene regular ist. Wir verstehen unter x^\, x^\ die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes innerhalb von K. Wir legen um diesen Punkt 
einen kleinen Kreis r = e und bilden die Gleichung: 

/ 1 In ~ ^ " P*”') h = ® ’ 


WO die Integration langs der Kurve K und des Kreises r = £ gefiihrt 
werden soil und wobei die Normale am Rande des von diesen beiden 
Kurven begrenzten Bereiches stets nach auBen gezogen wird. Wir 
haben: 




lis/”* ('• f “ Hr.'*/ 1 ’*' + ~ ^ I T - 

r—t r~e 


Also: 



q.;. 


— Uj 


jds 


(18) 


DaB man diese Gleichung in derselben Weise wie die entsprechende 
Formel ( 16 ) im dreidimensionalen Falle anwenden kann, ist unmittel- 
bar klar. 


§ 4. Die Grundlosungen der erweiterten Stokesschen 

Gleichungen. 


4i. Verallgemeinerung der Oreenschen Formel. 


Wir wenden uns zu den Gleichungen III® und IIP im ersten Para- 
graphen. Das lineare, homogene System von Diflerentialgleichungen, 
welches aus diesen Gleichungen erhalten wird, ist: 




( 1 ) 


= 0 . (2) 

dxj 

Wir nennen dieSe Gleichungen die erweiterten Stokesschen Gleichun- 
gen. Sie unterscheiden sich von den Stokesschen Gleichungen durch 
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ein Glied in den Gleichungen (1). Unsere Anfgabe ist, die Grund- 
losungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen zu bestimmen. 
DaB diese Aufgabe weniger einfach als diejenige ist, womit wir uns 
im vorigen Paragrapben beschaftigt haben, ist scbon daraus deutlich, 
daB die Gleichungen (1) nicht mehr gegeniiber einer beliebigen Drehung 
des Bezugsystemes invariant sind. 

Wir bezeichnen mit Vy, jp eine Losung des „adjungierten“ Systemes 
der Gleichungen (1), (2): 




(3> 


dvj 

dxj 


= 0 


;(4> 


Wir betrachten eineii Bereich B, mit der Grenzflache Fy im 
Raume. Wir nehmen an, daB in B eine Losung Wy, p des Systemes (1),. 
(2) und eine Losung Vy, p des Systemes (3), (4) beide regular sind. 
Wir behandeln die Gleichungen (1) und (3) in der iiblichen Weise,. 
multiplizieren also (1) mit Vy und (3) mit Ujy ziehen dann (3) von (1) 
ab und integrieren die so erhaltene Differenz iiber den Bereich B. 
Partielle Integration ergibt, wegen (2) und (4): 



pn}j + q TJujVjn^ | dS = 0 . 


(5). 


42. Die Grundlosungen zur Bestimmung der Geschwindig- 
keitskomponenten. Einfuhmng der Funktion 0. 


Unsere Aufgabe ist jetzt solche Losungen Vy, p des Systemes (3),. 
(4) zu finden, daB wir aus (5) die Werte der GroBen Wy in einem be- 
liebigen Punkt vonJB, durch Randwerte ausgedriickt, erhalten konnen. 
Wir betrachten zu diesem Zweck wieder einen Tensor:* 




(5y*Zl0- 


und einen Vektor: 


320 

dXjdXje 


Vk 


_d_ 

dxk 




Wir schreiben vor, daB der partiellen Differentialgleichung: 


genligen soil. Wir haben dann fur jeden ifc-Wert (k = 1, 2, 3): 


( 6 > 


♦ Man vergleiche hierzu die Entwicklnngen S. 22 — 24. 
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,dt 




dtjje 

dx4 


= 0. 


Von der Funktion 0 miissen wir verlangen, da6 sie iiberall mit Aus- 
nahme eines Punktes mit den Koordinaten stetig und be- 
liebig oft stetig difEerenzierbar ist. Wir konnen femer erwarten, dafi, 
wenn der Aufpunkt P in der Umgebung von liegt, O sich in ahn- 
licber Weise wie die Funktion r verhalten wird, welche im Grenz- 
falle 17 = 0 uns die Losung unseres Problems gab. Um nun eine 
Funktion mit diesen Eigenschaften zu bilden, gehen wir von der Tat- 
sache aus, daU die Laplacesche Gleichung die Losung 1/r besitzt. Wir 
sehen aus (6), daB wenn O der Gleichung: 


A0 — 2g 


d0_2 
dx^ r 


(7) 


geniigt, wo a = QUI2fji ist, 0 auch der Gleichung (6) geniigt. Im 
Grenzfalle U = a = 0 besitzt die Gleichung (7) die Losung 0 = r und 
wir konnen erwarten, daB sie auch im allgemeinen Falle eine Losung 
besitzen wird, welche sich in der Umgebung des singularen Punktes P^®> 
in derselben Weise wie die Funktion r verhalten wird. Nun konnen 
wir aber die Gleichung (6) auch in der Form: 




0 


schreiben. Die Gleichung: 
besitzt die Losung: 


00 

A0-2o^ = O 
dx^ 


0 = 


g __ — 0 (a;^(0) _ 35 J 


( 8 ) 


(9) 


a' ist hier diejenige der beiden GroBen i a, deren reeller Teil positiv 
ist. Die Funktion (9) verhalt sich in der Umgebung des singularen 
Punktes wie 1/r. Wir schlieBen hieraus, daB wir die Losung unserer 
Aufgabe auch in der Weise herstellen konnen, daB wir fur 0 eine 
geeignete Losung der Gleichung 




oV— o(a;j(o)— ajj) 

r 


(10) 


wahlen. 

Wir werden durch die obigen Uberlegungen zu der Vermutung 
gefiihrt, daB es eine Losung der Gleichung (6) gibt, welche Iiberall 
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mit Ausnahme vom Punkte regular ist, sich dort wie die Funk- 
tion r verhalt und welche gleichzeitig den beiden Gleichungen (7) und 
(10), folglich auch der Gleichung: 

Q0 1 _ g— cr'r— o(a;iCo)— aJi) 

do?! or 

geniigt. 

Es ist jetzt leicbt, einen expliziten Ausdruck fiir die gesuchte 
Funktion zu bilden. Wir setzen: 

/• + ^ = s. 

Wir haben dann: 

a* S 

0 (or;) = ^ da = -V 0 {a's), (11) 

O U (X o 

0 

wenn wir mit 0{x) die Funktion 


X 



bezeichnen. 

Die durch die Form el (11) definierte Fimktion 0 ist eine in jedem 
endlichen Bereiche des a^g-Raumes endliche, eindeutige und stetige 
Funktion des Punktes P mit den Koordinaten Xj. Die Ableitungen 
beliebiger Ordnung in bezug auf Xj, Xg, Xg sind im ganzen Raume mit 
Ausnahme des Anfangspunktes endlich, eindeutig und stetig. Wenn 
P sich ins Unendliche entfernt, wachst 0 im allgemeinen ins Unend- 
liche. Doch gibt es eine Ausnahme von dieser Regel. Wenn P sich 
in einer Richtung entfernt, welche, wenn a' = o ist, mit der positiven 
ajj-Achse und, wenn o' = — o ist, mit der negativen x^-Achse parallel 
ist, so nahert sich 0 der Null. Die Ableitungen von 0 gehen nach Null, 
wenn P sich ins Unendliche entfernt. Wir haben: 


ds 

dx^ 

Folglich: 


(d8Y_ 25 
\dxj “ / ’ 




^ . 0^0 (dsY 

ds as* {dxj " 




!U 30 

g_ = ^0 

[1 OXi 


„ 90 2 

2 o ^ — — — e- 

oxi r 




Wir sehen hieraus, daB 0 die Gleichung (6) erfiillt. Wir haben end 
lich, fiir kleine Werte von | a's | : 


8 Oseen, Hydrodjmamifc 
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i o',2 + ... = r +y (xjO) - ;ci) - 
— o'[r® + — iTj)*] — y Of — ajj) + 



Wir sehen aus der Formel (12), daB die in diesem Paragraphen ein- 
gefiilirten Tensorkomponenten tjjc in der Umgebung des Punktes 
in der Form: 


tjk = ^ 



dxjdxic 


geschrieben werden konnen, wo die nicht ausgeschriebenen Glieder 
imPunkteP^^^endliche Werte baben, wahrend ihre ersten Ableitungen 
in bezug auf ajj, ajg, ^^3 in demselben Punkte hochstens wie 1/r unend- 
lich werden. Fiir p* hat man im ganzen Raume den einfachen Ausdruck : 



Wir kehren zur Formel ( 5 ) zuriick. Wir setzen in dieser Formel 
Vj = tjki p^Pk und wenden sie auf den in derselben Weise wie oben 
definierten Bereich P(e) an. Wir fiihren dann den Grenziibergang 
£-►0 aus und erhalten: 
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48. GrnndlSsnng far den Brnck. 


Um die entspiechende Fonnel fiir p abzuleiten, setzen wir in (5) : 

d 1 _ TT ^ 1 

und wenden sie dann wieder auf den Bereich B(e) an. Wir haben an 
der Kugel r = e : 


— Xj 
= -^3-- ' 

folglich: 


Die Glieder: 


^2’ 




( 0 ) 


pn^ + glln^Vj = 0 . 

pu^n^ + gUn^u^Vj 


Q 


Un^ 


in der Formel (5) geben also, sofern es sich um die Kugel r = e ban- 
delt, keinen Beitrag zum recbten Gliede. Wir konnen deshalb den 
Grenziibergang ganz in derselben Weise wie im vorigen Paragraphen 
ausfiihren und bekommen: 


I" “ S i 1 /?, (7) ■('* S S It, 7- + 

JP 1 y 


(16) 


44. Znsammenfassnng. 

Die hydrodynamischen Integralgleichungen. 


Mit Hilfe der gefundenen Grundlosung kann man die Differential- 
gleichungen III* und IIP nebst der zugehorigen Kontinuitatsbedingung 
in Integrodifferentialgleichungen uberfiihren. Sie lauten: 




P(P«'))= 


inJ Ida:; \r/ \ dn 



d d 1 , 
dxj r 


+ QVUf 


1 I 

‘da:; r 




IIP 


8 * 
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+ 

+ , ds + (|2 


dxf) 

d d 1 


+ 


=11, [Iw,, ( t ) ax, , 

+ e P”) (»i^^ 7 - ^ t)!'*® + 

Die GroBen haben hier die Bedeutung: 

0==-lo(a'.)^4f~— 

o' o' J a 


IIP 


tjk = — 


dxi dxk ’ 


da, 


»■ + - *i). Vk = 


d 1 


rT2 = 


o'>0. 


t* r ■ 4 ;m2 

Die Gleichungen III® und III*^ sind erfiillt, wie man auch die ge- 
schlossene Flache F innerhalb des Regularitatsbereiches einer Losung 
des Systems IIP bzw. IIP wahlt. Aus IIP bzw. IIP folgt wiederum, 

wenn Ay, Wy, in bezug auf x^y x^ stetig difEerenzierbar sind, die 

Giiltigkeit von IIP bzw. IIP sowie der Kontinuitatsbedingung. Ill® 
und III^ sind sachlich mit IIP und III^ nebst der Kontinuitats- 
bedingung gleicbbedeutend. 

Die Grundlosungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen wurden 
vom Verfasser dieses Buches im Jahre 1910 gefunden. 


45. Das zweidimensionale Problem. 

Wir I5sen zum SchluB das zweidimensionale Problem, das dem 
oben behandelten dreidimensionalen Problem entspricht. Wir be- 
stimmen also die Grundlosung des Systems (3), (4), wo j jetzt nur die 
Werte 1, 2 annimmt. Wir miissen, um dieses Ziel zu erreichen, der 
partiellen DifEerentialgleichung : 

d^u d^u ^ A 

dx^ ^ dxi 

eine kurze Betrachtung widmen. Wir setzen: 


( 16 ) 
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r = + (xg — u = /(r). 

Zur Bestimmung der Funktion /(r) erhalten wir aus (16): 


dr^'^ r dr 


o^-f = 0. 


Diese Gleichung zeigt, da6 f{r) eine Zylinderfunktion 0-ter Ordnung 
mit der Veranderlichen tor ist. Fiir uns kommen nur solche L6- 
sungen in Betracht, die im unendlich Fernen verschwinden. Wir be- 
zeichnen wieder mit a' diejenige der beiden GroBen ± a, deren reeller 
Teil positiv ist. Wir erhalten dann eine im Unendlichen verschwin- 
dende Losung der Gleichung (17) durch das Integral: 


J e-a'rooshyp,S^^7, = ^(1) , 

0 

wo die sogenannte Hankelsche Funktion, von einem konstanten 

Faktor abgesehen das einzige Integral der Differentialgleichung (17) 
ist, das im Unendlichen verschwindet. Um nicht fortwahrend mit 
imaginaren GroBen rechnen zu miissen, benutzen wir fiir das Inte- 
gral die Bezeichnung q (o' r ) . Wir losen also die Dili erentialgleichung ( 1 5) 
durch den Ansatz: . / , x 

Das Verhalten von KQ{o'r) fiir kleine und fiir groBe Werte von o'r 
geht aus den bekannten Keihenentwicklungen bzw. asymptotischen 
Entwicklungen fiir die Hankelschen Zylinderfunktionen hervor. Wir 
haben fiir kleine Werte von o'r: 

fJO 

e-o'rco8hyp,r,^J-,==_log>:.„_ (18) 

y = 1,7811-.. 

Fiir groBe Werte von o'r haben wir: 




Wir definieren jetzt einen Tensor und einen Vektor p* durch 
die Gleichungen: 

dO dO 

hi — 2X(,(o'r)e®<='» , <12 = <21 = ~ 

= I = A {log r + Xo(o'r) (20) 

o ^ 1 1 

• Man vergleiche hier und im Folgenden: Jahnke-Emde, Funktionentafeln. 
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Wir haben dann fiir i = 1, 2: 




dx2 


= 0 , 


= 0 

dxf 


(21) 


Wir haben femer fiir kleine Werte von o'r: 


,1 (ari — , yo' 

<11 = log — + - log V + 


<12 — <21 — 


(Xj — Xi(»)) (X2 — XjC®)) 


+ 


, 1 (Xj — X2^®>)* . / “ , 

<22 = log -- H ^ 1 — log -s- + 


ya' 

~2 


( 22 ) 


Die Hauptglieder unserer GroBen tft, pt in der Umgebung von r = 0 
sind mit den Hauptgliedem der entsprecbenden, ebenso benannten 
GioBen des vorigen Paragraphen identisch. Wir konnen infolgedessen 
das dort gefundene Ergebnis benutzen und erhalten sofort: 



Die GroBen und p* baben bier die in (20) angegebenen Werte. 


§ 5. Die Grundlosungen 
der allgemeinen, linearen, homogenen 
liydrodynamischen Diiferentialgleiclmngen. 


6 1 . Verallgemeinerung der Greenschen Formel. 

Die vollstandigen hydrodynamischen Differentialgleichungen I® und 
P geben zu demselben linearen homogenen System: 


^ dp dui 


0, P = o 

dxj 


{j = 1, 2, 3) 


( 1 ) 


AnlaB. Wir wollen die Grundlosungen dieses Systemes bestimmen. 
Es sei Vj, p eine Losung des Systems: 


. dp dvj dvf ^ 


(2) 


des BOgenannten adjungierten Systems. 
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Aus (1) und (2) folgt: 

, A A \ dp ^ dp ^ / V /V 

p (v; ^ ~ ^ V/) - ^ ^ Kvy) = 0. 


Wir betrachten einen Bereich B(t) des Xj, Xj-Raumes, in welchem 
zwei Losungen p\ Vj, p der Systeme (1) und (2) regular sind. Wir 
nehmen an, daB die Begrenzung F{t) von B aus einer oder mehreren, 
im allgemeinen bewegten Flachen besteht. Wir integrieren unsere zu- 
letzt erhaltene Gleichung iiber B(t) und auBerdem in bezug auf t von 
einer beliebigen Anfangszeit T bis Wir erhalten, unter Benutzung 
der Greenschen Identitat, wenn wir mit Z7„ die Komponente der Ge- 
schwindigkeit eines Punktes von F(t) in Ricbtung der nach auBen 
gezogenen Normalen im selben Punkte bezeichnen und wenn wir be- 


achten, daB j {u^Vj)d(o = UjVjdo) — ^ UnUjVjdS: 

B(t) B(t) F(t) 


T Fit) i/ (/'“’) 

^<6) 

+ Q jdt j UnUfVjdS + ef (UfVf)j,d(0 = 0. 


e>4- 


(3) 


jf(r) 


5 2. Ansatz fiir die Grundldsnngen dcr Geschwindigkeits- 

koinponenten. 

Um drei Losungen der Gleichungen (2) zu finden, welche fiir v, p 
in (3) eingesetzt uns die Werte von Uk{P^^\ durch die Werte der 
Funktionen Uf und ihrer normalen Ableitungen sowie von p an der 
Grenzflache F(i) ausgedriickt, geben konnen, lassen wir uns von den 
im dritten Paragraphen mitgeteilten Betrachtungen leiten. Die ge- 
suchten Losungen miissen von zwei Punkten P und und auBer- 
dem von i und abhangen. Wir miissen sie so wahlen konnen, daB 
sie, von den konstanten GroBen p und p abgesehen, nur von diesen 
GroBen abhangen. Sie miissen in ganz derselben Weise von den Ko- 
ordinaten x^, x^ abhangen, wie man auch das rechtwinkelige Be- 
zugsystem im ccg* scs-Raume wahlt. Wir geniigen diesen Bedin- 
gungen, indem wir annehmen, daB die neun GroBen v die Komponenten 
eines gegeniiber der Transformation (10) im dritten Paragraphen in- 
varianten Tensors vom Range 2 sind und daB die 3 GroBen p die 
Komponenten eines bei derselben Transformation invarianten Vektors 
sind. Wir haben im dritten Paragraphen gesehen, wie man invariante 
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Tensoien und Yektoren bilden kann. Wir setzen in ObereinBtimmung 
damit: 

und Bchreiben vor, daB O der Bedingung: 

/i(/^j0 + e^) = o (5) 


geniigen soli. 

Wir haben dann fiir A = 1, 2, 3: 

A 4 ^Vk , ^ 

-j4 

Die Gleichung (5) konnen wir, weil 0 die GroBen Xf, ar/®> nur in der 
Kombination r entbalt, in der Form: 


= 0. 


( 6 ) 






dr^ 


dtl dr^ 


( 7 ) 


schreiben. Diese partielle Differentialgleichung besitzt offenbar unend- 
lich viele Losungen. Unter ibnen befindet sich auch diejenige, die wir 
brauchen. Wir finden sie in der folgenden Weise. Die Gleichung 


dV 

dr2 


fl — 0 


■dt 


hat eine aus der Theorie der Warmeleitungsgleichung wohlbekannte 
Losimg: 


Eine andere Losung derselben Differentialgleichung ist folglich : 

0 


ef __ 

f) g 


Wir konnen also der Gleichung (7) durch den Ansatz 

r 

0 = yf E{a, m - t)da 


( 8 ) 


geniigen. 

Aus (8) folgt sofort: 


2/z <«»-< 


( 9 ) 
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Wir haben andererseits : 

^ 1 fd 

dt 


- jJwi '>■*“ - 

(I ^ <1 


Also: 


30 

^A0 + e ^j = o. 


1 

2" «(0)-l 

( 10 ) 


Die Formein (4) ergeben folglich: 

^ . Q 0^0 

tjk— Ojk o— " r 


2// 


f)XjC)Xk 


, Pk 0. 


( 11 ) 


Die Funktionen pk sind fiir — t > 0 endlich, stetig und be- 
liebig oft stetig difEerenzierbar. Dagegen sind die Funktionen tjk fiir 
< = ^(0), r = 0 singular. Wenn wir in der Gleichung (3) Vj = tjk, pit~0 
setzen wollen und wenn, wie wir voraussetzen wollen, der Punkt P(®> 
im Innern des Bereiches liegt, so diirfen wir deshalb nicht die 

Integration in bezug auf t bis nach t = ausdehnen, sondern miissen 
als obere Grenze fiir t : t^^^ — e anwenden, wo e eine positive GroBe 
ist. Wir schreiben die in dieser Weise aus (3) hervorgehende Glei- 
chung in der Form: 


e\f («i </*)«. = ef + 


T Fit) 


dS, 


(12) 


Wir wollen in dieser Gleichung den Grenziibergang e 0 ausfiihren. 


63 . Der Grenziibergang e -♦ 0 in der linken Seite von (12). 

Wir benutzen den Ausdruck (11) fiir tjk- Wenn wir diesen Aus- 
druck links in (12) einfiihren, bekommen wir: 


1 

2j« 




0^0 , 

Uj ^ „ - ao). 

O Xj O Xk 
c) ^ 


Wir formen das letzte Glied durch partielle Integration um. Wegen 

3 U' 

der Kontinuitatsbedingung - - ^ = 0 erhalten wir dabei kein neues 

OXj 

Raumintegral, sondern nur ein Flachenintegral. Indem wir gleichzeitig 
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in das erste Glied den Wert der Funktion E einfiihren, erhalten wir: 


e’/., -7^ is. 


e) £) 

Bei dem Grenziibergange e -*• 0 konvergiert die Funktion (von x^, x^) : 

e 

iiberall mit Ausnahme von der Umgebung des Punktes 
gleichmaUig gegen Null. Wir haben deshalb, wenn <5 eine beliebig 
kleine positive Grofie ist: 

2 C 

lim 2 ^ I ut(x,-, i<^)— e) - dw^ = 

^ ft ) 

r £>»•* 

I 6 

= lim ^ I Ui(Xf, «(«) — £) - dft>x. 


Wir setzen: 


f<»5 

e 4/tf 


4/f ft 


2a* 


- e) - -Tr-d<o, = I -.r-dco, + 

£ I e * 


r<S 


r<d 

ej:*_ 

e 4^t 


+ 2^ / { «*(*,-. - e) - <W)} -- .~dw,. (14) 


Wir haben: 


r< 


er» 


»fA_ 

r 4/«e 


Um J l^dtt)x=lim4:r(^) J a^e—'da^ 

Der Grenzwert des ersten Gliedes von (14) ist also: 


ijt f^jugUj^(x/^\ • 



54 . Der Grenziibergang s-^0 in der rechten Seite von ( 12 ) 43 


Das zweite Glied desselben Ausdruckes ist dem absoluten Betrage 
nacb kleiner als: 

4:71 ('^ TT/ipMax I t) — Uk{x^^\ | . 

r<S 

d kann beliebig klein gewahlt werden, e soli nacb Null gehen. Wir 
konnen iiber d und e so verfiigen, daB der letzte Ausdruck beliebig 
klein wird. Es folgt, daB das zweite Glied in (13) den Grenzwert Null 
haben muB. Wir haben also: 

r — 4 ^ 

lim ~ / Uk{Xj, — e) — 4n infJLQUk(Xj^^^, . (15) 

Wir haben andererseits nach (8): 

f 4/i f 

Folglich, wenn r > 0 ist 

In derselben Weise findet man, immer unter der Voraussetzung r > 0: 

Um(f) 

\OXk/t^tcoy._, ^ Q dXk r 

Die Konvergenz gegen den Grenzwert ist auf jeder Flache, welche 
nicht durch den Punkt geht, sondern von ihm eine endliche Ent- 
femung hat, gleichmaBig. Da diese Bedingung nach unserer Voraus- 
setzung fiir die Grenzflache P(^(®>) gilt, so folgt: 



Wir haben wegen (13), (15), (16): 

- - e) 

+ fi/iQjujnf^^--dS. (17) 

64 , Der Grenziibergang e -^0 in der rechten Seite von ( 12 ). 

Das erste Glied rechts in (12) hangt nicht von e ab. Im zweiten 
Gliede kommt e nur in der oberen Grenze fiir t vor. Wir wissen, daB 
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dt‘ 

fiir positive r-Werte und bei t gegen endliche und stetige 

Grenzwerte konvergieren. Wir konnen deshalb den Grenziibergang 
einfach so machen, daB wir statt — e als obere Grenze fiir t 
einfiihren. 

Als Ergebnis nnseres Grenziiberganges erhalten wir also die 
Gleichimg: 


B(T) 

«< 0 > 

-jdt^ { In ~ Tn + e Vnu}j j dS + 

T /'(O 

+ Q f —-- 3 *- - dS . 


(18) 


In der Formel (18) treten rechts die llaum- und Zeitflacheninte- 
grale auf, welche wir nach (3) zu erwarten batten. Aber auBerdem 
tritt ein iiber die Grenzflache der Fliissigkeit im betrachteten Zeit- 
momente zu erstreckendes Flachenintegral auf. Der innere Grund 
dieses Gliedes ist die Unzusammendriickbarkeit der Fliissigkeit, welche 
wir vorausgesetzt haben. Wegen dieser Unzusammendriickbarkeit ruft 
eine Bewegung der Grenzflache der Fliissigkeit momentan eine Be- 
wegung der ganzen Fliissigkeit hervor. Diese momentan einsetzende 
Bewegung ist stets eine Potentialbewegung. 

DaB wir, um unser Ergebnis zu erhalten, einen Grenziibergang 
auszufiihren batten, wird durch das letzte Glied der rechten Seite 
von (18) erklarlich. 


6 6. Erweiterang des gefundenen Ergebnisses. 

Wir betrachten das System: 

das sich nur durch die Glieder qX^ von ( 1 ) unterscheidet. Wir nehmen 
an, daB diese Glieder stetige Funktionen von ajj, ^ 3 , t sind. Wir 
erhalten statt Gleichung ( 12 ): 
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ef = e/ + 


<<•>-€ 


Ji(T) 


+Jdt f\t,,{f,^-pn, + eU„ ui) j dS + 

T Fit) 

— f 

-j- gj'dt J* Xj tjk d (o • 

T • Bit) 

Wir haben demnach den Grenzwert: 


(20) 


<‘®> — e 


Umg dt XjtjkdM 

c -♦ 0 

T Bit) 


zu berechnen. Zu diesem Zweck miissen wir das Verhalten der Funk- 
tionen tjk in der Umgebung des Punktes und bei kleinen Werten 
von kennen. Wir haben nach (11): 


- A. g Eir, t(0)^t) . d^0 

— t dxjdxk 

Wir haben ferner: 

_ \ d0 ixj~ a:/®>) {Xk — 1 d^\ 

dxjdXk ^ \()r^ r dr/* 

30 1 3^0 2 

Tr = - 7 < ^ = 7 1 - 

2// 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

. Q Is. ( 05 ; -*/«)) (a:* -x*W) I £(r, <(“>-<) ] 

<» - ^ l-w-r - 

_ ^ (0 _ . I 

Wir wenden die Formel (21) an, um eine obere Grenze fur | tjk I 
zu berechnen. Wir haben: 

_ 1 < < 1 . 

Ferner: 

\0 — P (r, — t ) I kleiner als die groBere der Zahlen 0 und E (r, — t). 

Da nun sowohl: 
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gr* 


E{r, 




wie: 


T 

0 ^ jE(a, fW-Oda 


kleiner als — ^)~i ist, so folgt: 

l0-E(r,i(oy-t)l< ^ K 

l/tm-t 

Wir haben endlich fiir x >. 0 : xe~^ < e~* und also; 


gr* 


ff E(r,e(0)—t) ge 


< 


< 


(I — 

Aus diesen Ungleichungen folgt: 

6 




Wir kehren zum Integral: 




(22) 


qjdt jXjtjicdo) 

T JiiO 

zuriick. Aus (22) folgt, daB dieses Integral auch fiir e=0 einen Sinn 
hat und daB: 

f ^(0) 

lim gjdt J Xjtjjcdco — qJ^^J X jtjkdo). 

T B(t) T B(t) 

Die Gleichung (20) ergibt unter diesen Umstanden: 

j(0) 

<(“)) = gj (Uft,it)^^j,d(o + g J'dtJ' Xjtj^dco — 

BiT) T Bit) 

^<01 

— J dt — pnj + 0 jdS + I (23) 


3’ Fit) 






B(t) ist in dieser Formel der von der Flache F(t) eingeschlossene 
Bereich des ^^t durch die Gleichung: 




06. GrundloBung zur Bestimmung des Druckes 


4T 


tjic — — djjcA0 + 


d^0 

dxjdxjc ’ 


Qa* 


0 = 


da 


definiert. 


56. GrundlSsniig znr Bestimmimg des Drnckes. 


Wir haben' noch eine Formel fiir p{P^^\ abzuleiten. Dies kann 
nun auf vielen verscbiedenen Wegen geschehen. Wenn es erlaubt ist, 
die Gleichungen (19) in bezug auf Xg, x^ zu differenzieren, so er- 
halt man aus ihnen: 


Ap = Q 


dXj 

dxj 


Aus dieser Poissonschen Gleichung kann man mit Hilfe der Green- 
schen Formeln einen Ausdruck fiir ableiten und dies ist 

die einfachste Methode, um zu einem solchen Ausdruck zu gelangen, 
Sie ist aber in unserem Falle wenig befriedigend. Einmal macht sie 
iiber die Funktionen w/, p, Xj Annahmen notig, die friiher nicht not- 
wendig waren. Andererseits ist aus jenem Ausdruck nicht ersichtlich, 
daB er zusammen mit dem dutch die Formel (23) gegebenen Werte 
von den Differentialgleichungen (19) geniigt. Wir werden 

aus diesen Griinden einen Weg einschlagen, der zwar ein wenig lang 
ist, der aber ohne unnotige Annahmen zu eben dem Ausdruck fiir 
p(P(®>, ^<®>) fiihrt, der den Ausdriicken (23) entspricht. Wir bezeich- 
nen wieder mit p eine Losung der Gleichungen (19) und mit Vj, p 
eine Losung der adjungierten Gleichungen (2). Wir erhalten aus (19)* 
und (2) in iiblicher Weise: 


j* dt Jj v,(p, My - P «/)) - 

T F{t) 

j(0) 

— Q J(UfVj)i<oidco -h qJ (U f-V/)rdco + p jdt j XjVjdo) = 0. 




B(X> 


T B{t) 


(24). 


Die Frage ist jetzt, wie wir die Losung v/, p des adjungierten Sy- 
stems wahlen sollen. In § 3 und § 4 haben wir, um unsere Formel 
fur p(P(®>) zu erhalten, den Umstand benutzt, daB die adjungierten 
Gleichungen der hydrodynamischen Differentialgleichungen Losungen 
besitzen, bei welchen Vj die partielle Ableitung der Funktion 1/r in 
bezug auf Xj ist. Auch jetzt woUen wir eine Losung der adjungierten 
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Gleichungen (2) benutzen, bei welcher die GroBen Vj mit den par- 
tiellen Ableitungen von \jr proportional sind. Wir setzen aber jetzt: 

Qr'E{r\m-t) d 1 
dxj r 

und kdmxen dann: 

^ “ 2r dt ” <(») _ t 

setzen. Wir tragen diese Werte von Vj und p in die Gleichung (24) 
ein und wenden diese Formel auf den Bereich B(t, r') an, den man aus 
B{t) durch AusschlieBung des Bereiches r <r' erhalt. Wir setzen da- 
bei voraus, daB der' Punkt im Innern des Bereiches liegt. 

Wir setzen T = — e und nehmen an, daB die positiven GroBen r' 

und e so klein sind, daB die Kugel r = r' wahrend der Zeit 


(25) 

(26) 


im Innern des Bereiches B{t) liegt. Wir schreiben die Gleichung, 
welche wir unter diesen Voraussetzungen aus (24) erhalten, in der 
Form: 

£(0) 

fh tn - Pn ~ = 




— ej (UfVi)^„dw — qJ dm — qjdt J XjVjdm 
-jdt ^ - p«,- + e U„ u,j - ^-^\dS - 


Fit) 

f<0> 

— ^dt Jp^UjTifdS, 

Wir wollen in dieser Gleichung zuerst den Grenziibergang r' -► 0 
und dann den Grenziibergang e -> 0 ausfiihren. 


(27) 


5 7. AusfUhrung des Grenzuberganges auf der linken Seite 

von (27). 

Wir haben bei der Ableitung der hydrodynamischen DifEerential- 
gleichungen vom Anfang an angenommen, daB die GroBen Uf und 
ihre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf X 2 , stetige Funk- 
tionen von x^, ajg* ^ sind. Wir haben unter dieser Voraussetzung: 
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t) = Uj{P<f>\ t) + — + rd{r)(p, 






Hier ist tp irgendeine Funktion von P und von welcher wir nur 
zu wissen brauchen, daii sie einen endlicben Wert hat, wenn P in der 
Umgebung von P<°> liegt. S(r) ist eine Funktion von r, welche der 
Bedingung: 

lim 6(r) 0 

f-^O 


geniigt. Wir haben ebenfalls, wenn p eine stetige Funktion der 
GroBen Xg, Xg, t ist: 

p(P, t) = p(P^^>, t) + d(r)<p. 


Wir fiihren diese Ausdriicke in die linke Seite von (27) ein und er- 
halten, weil: 


!?=<>. / 


dS 471. 

“ 2 = 

r=Kon8t. 


r — r* 


- « -I/I; (li j ^ w = 




2nQpiP<-^\ <C«)) — - + r'd{r')<p-^-~^y_ - 


Wir haben: 


Se.j j ■(i»r-=7)vr'" = 

00 

r>fT 

r 4/ifc 

Wir schlieflen aus diesem Ergebnis, daB, wenn eine stetige Funk- 
tion von t ist: 

/<0> 


r'W — e 


4 Oseen, Hydrodynamik 
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Wir schlieBen femer aus demselben Ergebnis: 
lin. 

r '^0 J - 1 


Also: 


{<0) 

lim j dS = — 4:71 infjiQp{P^^\ 


Man findet durch ahnliche Rechnungen: 


/<«» 

lim lim Idt Ujlu^ —pn^jdS == 0. 
t^or'^oJ J \ dn / 


Der Grenzwert der linken Seite von (27) ist also: 


— ^Tli 71 II Qp{P^^\ 


5 8. Ausfiihrung des Grenzuberganges in der rechten Seite 

von (27). 

Das erste Glied rechts in (27) hat den Wert Null. Im Bereiche 
B r') konvergieren in der Tat die Funktionen Vj bei t -► gleich- 
maBig gegen Null. 

Wir betrachten sodann das zweite Glied rechts in (27). Durch 
eine Kugel r = f zerlegen wir den Integrationsbereich B (i(®> — e, r') 
in zwei Teile, indem wir voraussetzen, daB r' <r ist. In dem auBeren 
Teile konvergieren unsere GroBen v beim Grenziibergang r' -> 0 gleich- 
miifiig gegen Null. Vom inneren Teile erhalten wir einen Beitrag, 
dessen absoluter Betrag kleiner als: 

Uj j 


3^^ 


2r' 




Max 

0 < r < f 
7 = 1 , 2,3 


Uf 




d(o ^TiQ^rr' 


r<r 


E (r', e) Max 

0<r<r 

7=1,2,J 


ist. Auch der von dem inneren Teile herriihrende Beitrag hat also 
einen beim Grenziibergang r' -> 0 verschwindenden Grenzwert. Wir 
haben folglich: 

lim I (u^Vi) doj ~ 0 

— f.r') 
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und folglich: 


lim lim / lUiVi) dco — 0, 




Wir betrachten sodann das dritte Glied rechts in (27). Auch hier 
zerlegen wir den Integrationsbereich im aJi^^giCs-Raume durch die 
Kugel r = f inzweiTeile. Wir schreiben das dritte Glied in der Form: 


^(0) 

_ er" 


{<(«) - 1) 




JL 1 

dx^ r 


{(0) 






_ 

y/g 4 /.(<<•>-«) 


(<(0) „ «)•/. 


.rdt Xn 


d 1 


dxj r 


d 




/<«> — 4? 




Auf den ersten Teil dieses Ausdrucks wenden wir das oben gewonnene 
Resultat an, daU, wenn f{t) eine stetige Funktion von t ist: 


j<0> 


er"!^ 

«/g 4|i«(r*>-0 

hm lim I = 2 


«-->0 r '— >0 


(<(0) - <)’ 


t] 




(28) 


- « 


[Xf f --dco. 

J ’dxi r 


Wir erhalten so den Grenzwert 

Betreffs des zweiten Teiles sehen wir sofort, daB es dem absoluten 
Betrage nach kleiner ist als: 

f<0> 


^TiQ^r Max I Xj 

0<f<T 

/ = i,2,3 


y'g _ . 

dt < \ 2nr Q^TifiQ Max | Xj |. 


j<«>_ 


(^(0) _ 

Wir lassen schlieBlich r gegen Null abnebmen und erhalten 


,«0) 

1 ^, 4 7 ), 
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Den Grenzwert des vierten Gliedes rechts in (27) erhalt man 
ohne Schwierigkeit mit Hilfe von (28). Er ist: 


^ a 1 

^ dn dxj r 


~ T + e 

W|(0)\ 7 


Das letzte Glied in (27), dessen Grenzwert wir zu berechnen haben, ist: 

((0> ^CO) 

-fdtfpu,n,dS = - e^r'f tf- 


^(/) 


Eine partielle Integration fiihrt diesen Ausdruck in den folgenden iiber : 


i5(r', e) I (u^n^) 




dS ^ 1 . / r'e 4^(r«>-o d dS 

2 ^ I (<(») — <)*/. ■ 


— f) 


Die Grenziibergange r' -> 0, « 0 ergeben wegen (28) : 




ladem wir unsere Ergebnisse zusammenfassen, erhalteu wir die ge- 
suchte Formel fiir p (P^®^ : 



6 9. Znsammenfassnng. 

Die hydrodynamischen Integralgleichnngen. 

. Wir fasseu unsere Ergebnisse zusammen und wenden sie gleich. 
zeitig auf die vollstandigen hydrodynamischen Differentialgleichungen 
an. Diese wetden dadurch in Integrodifferentialgleichungen umge- 
formt. Wir erhalten den Gleichungen I» entsprechend : 
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4tn = q J(ujt^t)t=:Td(o + 

i(r) 

fW ^< 0 ) 

+ ^ M(^< - Is) -Mh ?? - 


T £(e) 


T Fit) 


— pw^ + +|/ 7 r/ieJ 

1 n d I ( dUf , rr \ ^ ^ 

+ 4 ^J y * rfn “ ^ dx, T\ “ 


/•(«<»») 

^ d 




jyJ(Ufn,),=, 

Wir erhalten anderseits, entsprechend : 
in^/nfiQUie {P^^\ — qj + 


Mr) 


r - 0(0 ^ 

^( 0 ) 

- ? n; + e (iS + 

T F(t) 

+ ]/ 7 t/Z^ J (Ufn^)t^,<>> ** ^ 3 ** dS, 




-0 (<<«>) 


1 

I 

_ dMm\ 

K A 

\dXm 

dxj ) 

fdxj r 


+ 


s/lal;; V' ('‘S -«”' + ' 1“ “ 

yj(Ufnj)t-t'‘> —• 


Fif”) 

Q d 
in dt^^. 


In diesen Formeln ist: 
tik = -dnA 0 + 


d ^0 

dxfdxi,' 


<P = 


Qa* 

V<<®> -T 


da. 


I'' 


0 
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Man zeigt ohne Schwierigkeit, daB umgekehrt, wenn Xj, Up in 

OXic . 

bezug auf ajj., Xg, Xg stetig differenzierbar sind, I* bzw. aus I® bzw. 
Id folgt. 


6 10 . Das zweidimensionale Problem. 


Die Formeln (23) und (29) nebst den aus ihnen abgeleiteten For- 
meln I® und F enthalten fiir den dreidimensionalen Fall die Losung 
der Aufgabe, welche wir uns in diesem Paragraphen gestellt batten. 
Es bleibt noch iibrig die Losung derselben Aufgabe fiir den zwei- 
dimensionalen Fall anzugeben, den man z. B. durcb die Annahme 
Wg = Ag = 0 erhalt. Die Methoden, die in diesem zweidimensionalen 
Falle zum Ziele fiihren, sind denjenigen, welche wir im dreidimen- 
sionalen Falle angewandt haben, sehr ahnlich. Wir begniigen uns 
deshalb damit, auBer den SchluBformeln die Hilfsfunktionen an- 
zugeben, die man zu benutzen hat. 

Die partiellen DifEerentialgleichungen, mit denen wir uns jetzt zu 
beschaftigen haben, sind: 


d'p duj 


du, 


+ 9X^=0, ^^0, (30) 


dt 


Das adjungiette System ist: 

dp dvj 

fiAV}— + - 0. 


dt 


dvf 

dxt 


dxi 


= 0 . 


j- 1,2. 


Wir befriedigen, fiir A: = 1 oder 2, dieses System durcb den Ansatz: 




dxjdx/c ’ 


Pk{e) = 




dxi 


2+ i 
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dx~‘ 


I 


d 

dxt 




wo; 


0{£) 


a 


a 


log 


und wo r die Entfernung zwischen den Punkten P und ist. Die 
so erhaltenen beiden Losungen sind fiir t < fiir alle Werte von xy 
regular. Wir wenden diese Losungen in derselben Weise an, wie wir 
oben die entsprechenden Losungen des dreidimensionalen Problems 
angewandt haben. Wir erhalten, wenn K{t) die Grenzkurve eines zwei-. 
dimensionalen Bereiches B{t) ist, in welchem eine Losung Wy, p der 
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Gleichungen (30) fiir regular ist und wenn (mit den 

Koordinaten innerhalb von liegt: 

2?reMi(P<®), <<®>) = e J* J.da) + gj" dtj Xjtftd(o — 

B(T) T B(t) 

/<o> 

-fdtf t,u [tk 4- e c^„%) I + ( (31) 

T K(t) 

+ gj — J.2 — ‘^s- 


Xt — Xu 


Hier ist: 


d^0 


"4/i (/<»>-/) da _ j 1 

a ^ T 


Die Funktion ist, bis auf eine hier belanglose Konstante, mit 
der Funktion: 

r ^ — 0 

J a 2 J a 2 ^ 14 ( 7 ( 0 )- <)) 

identisch. 

Urn die entsprechende Formel fiir zu finden, geht man 

von der Tatsache aus, dafi das adjungierte System von (30) eine 
Losung : ^ ^ 

, , d , , 0 p2e2e“47K^--l) 

besitzt. Indem man diese Losung in wohlbekannter Weise anwendet, 
findet man: 

2^p(P(0), <(0)) = e f A log 1 dco - 

k 7 - k, ‘"8 V (/< S - P », + S f'n »,) 1 ■» — (S2) 


d r 1 
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% 6. Die hydrodynamischen Integralgleichnngen. 

6i. Die Anfgabe: Direkte Ableitung der hydrodynamischen 
Integralgleiehnngen ans den grundlegenden mechanischen 

Satzen. 

Als wir im ersten Paragraphen die Gesetze fiir die Bewegung 
einer zahen Fllissigkeit mathematisch zu formulieren versuchten, 
wurden wir zu den Gleichungen (2), (4), (6) gefiihrt. Diese Gleichun- 
gen stellen Beziehungen zwischen gewissen Integralen dar. Sie sind, 
kurz ausgedrlickt, Integralgleichungen. Fiir ihre Giiltigkeit ist hin- 
reichend (aber nicht notwendig), daJJ und p stetige Funktionen von 
^19 ^ sind, daB die partielle Ableitungen erster Ordnung 

in bezug auf die Variablen Xj besitzen (Ableitungen, die selbst stetige 
Funktionen von x^, x^ und t sind), endlich daB die GroBen Xj ihren 
absoluten Betragen nach unterhalb einer endlichen Grenze liegen und 
in dem Sinne integrabel sind, daB die aus ihnen gebildeten Eaum- 
Zeit-Integrale einen bestimmten Sinn haben. Aus den Gleichungen (2), 
(4) und (6) leiteten wir partielle Differentialgleichungen fiir Uj und p 
ab. Dabei muBten wir voraussetzen, daB die GroBen Uj partielle Ab- 
leitungen zweiter Ordnung in bezug auf die x-Variablen und erster 
Ordnung in bezug auf t besitzen und daB p partielle Ableitungen erster 
Ordnung in bezug auf x^y x^ besitzt, endlich, daB alle diese Ab- 
leitungen sowie die GroBen Xj stetige Funktionen von £Cj, x^, t 
sind. Unter diesen Voraussetzungen erhielten wir die Grundgleichun- 
gen P, P, IP, IP, III®, IIP in § 1. Aus diesen DifEerentialgleichun- 
gen haben wir in den Paragraphen 3, 4, 5 neue Gleichungen I®, usw. 
hergeleitet, welche die Werte von Uj und p in einem beliebigen Eaum- 
Zeit-Punkte durch gewisse Integrale ausdriicken. Wenn diese Inte- 
gral von Uj und p unabhangig waren, so hatten wir hiermit die 
Grundgleichungen gelost. Dies ist nicht der Fall. Was wir getan haben, 
ist also nur, daB wir die Gesetze fiir die Bewegung einer Fliissigkeit 
in ein neues mathematisches Gewand gekleidet haben, das insofern 
demjenigen ahnelt, in welchem jene Gesetze zuerst auftraten, als es 
wieder die Form von Integralgleichungen hat. Wenn wir diese Inte- 
gralgleichungen betrachten, so werden wir finden, daB, mit einer Aus- 
nahme, in ihnen keine anderen Ableitungen der GroBen Uj und p vor- 
kommen als die partiellen* Ableitungen erster Ordnung nach x^, x^y x^ 
von den GroBen Uj. Die Ausnahme ‘bildet die Formel fiir p(P^^\ 

* Wegen der dieser Untersuchungen vgl. 6g! 
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in welcher rechts eine Ableitung eines Flachenintegrals in bezug auf 
vorkommt, welches enthalt. Wenn man bedenkt, daB wir zur 

Grenzflache die wirkliche Begrenzung der Fliissigkeit wahlen konnen, 
so sieht man indessen, daB die Existenz der Ableitungen im 

Innern der Fliissigkeit nicht vorausgesetzt zu werden braucht. Es ist 
auch nicht notwendig, die Existenz anderer Ableitungen vorauszu- 
setzen, um zu erreichen, daB die in unseren Formeln I®, usw. vor- 
kommenden Integrale einen Sinn haben. Auch ist es von dem Gesichts- 
punkte der Formeln I®, usw. aus gleichgiiltig, ob die Funktionen 
stetig sind. Notwendig ist nur, daB sie integrierbar sind. Die hier her- 
vorgehobenen Tatsachen deuten darauf hin, daB die Formeln I®, usw. 
unter allgemeineren Voraussetzungen giiltig sind, als wir unseren bis 
jetzt gegebenen Beweisen zugrunde gelegt haben. Wir werden in die- 
sem Paragraphen zeigen, daB es sich tatsachlich so verhalt. Indem 
wir uns, der Kiirze wegen, auf die Gleichungen I® und I*' beschranken, 
werden wir zeigen, daB sie unter den allgemeineren Voraussetzungen 
giiltig sind, die wir im Anfang dieses Paragraphen als fiir die Giiltig- 
keit der Grundgleichungen (1,2)*, (1,4) und (1,5) hinreichend (nicht 
notwendig) erwahnt haben. Es verhalt sich also so, daB die Existenz 

der Ableitungen weder fiir die Grundgleichungen 

(1, 2), (1, 4), (1, 5), noch fiir die Systeme I®, notwendig ist, sondern 
daB wir sie nur des Beweises wegen voraussetzen muBten. Die par- 
tiellen Differentialgleichungen I®, welche Beziehungen zwischen 
diesen nicht notwendigen Ableitungen enthalten, konnen nicht als 
der sinngemaBe Ausdruck der allgemeinen^Gesetze fiir die Bewegung 
einer zahen Fliissigkeit aufgefaBt werden. Der sinngemaBe Ausdruck 
sind statt dessen die Gleichungen (1,2), (1,4) und (1,5). Man kann 
diese Gleichungen als die hydrodynamischen Integralgleichungen be- 
zeichnen. 

Wir haben zu zeigen, daB, wenn Uj und p den obenerwahnten Be- 
dingungen betreffs Stetigkeit und Differenzierbarkeit geniigen und 
wenn fiir jeden Teil der Fliissigkeit die Gleichungen (1,2), (1,4) und 
also fiir jeden Teil des Raumes die Gleichung (1,5) gilt, diejenigen 
Teile der Gleichungen I® und wahr sind, welche sich auf die 
GroBen (P^®^ ^^®^) beziehen. Wir haben ferner zu zeigen, daB, wenn 
wir auBerdem annehmen, daB an der physikalischen Begrenzung der 
Fliissigkeit die GroBen Uj differenzierbare Funktionen von t sind, dann, 


(1, 2) hat die Bedeutung: Formel 2 im Paragraphen 1. 
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vorausgesetzt, daU wir zur Flache F{t) gerade die physikalische Be- 
grenzung der Fliissigkeit wahlen, auch der Teil der Gleichungen I® und 
wahr ist, der sich auf p bezieht. 


6 2a Mathematische Formulierung der Aufgabe. 


Wir bemerken zuerst, daJJ wir, um diese Satze zu beweisen, nur 
zu zeigen haben, daB aus (1,4) oder (1,5) folgt: 

^(0> 

/"/ 1 - f »- + s - »- ('* "a -«)]«- 

T F(t) 

— qJ _ ^<(1) dw + ()J 


+ 


^(0) 




BiT) 
dm = 0 , 


( 1 ) 


T jU(t) 

WO p eine beliebige in B(t)^ also innerhalb von F(t)f regulare Lo- 
sung des adjungierten Systems: 


+ |-?-o 


d,-- a., 


( 2 ) 


ist. Aus der Gleichung (1) (wo wir der Einfachheit wegen anfangs das 
letzte Glied vernachlassigten) haben wir namlich im vorigen Para- 
graphen die Systeme 1° und abgeleitet. Wir haben bei dieser Ab- 
leitung betont, daB wir von unseren damaligen Voraussetzungen be- 
trefEend die Funktionen Uj bei der Berechnung von ^®) nur die 

Annahme benutzt haben, daB die stetige Funktionen von x^, Xg, x^, t 
sind, welche stetige Ableitungen erster Ordnung in bezug auf x^, x^, 
besitzen. Bei der Berechnung von p (P^®\ <(®>) kommt die schon be- 
sprochene Bedingung hinzu, daB; 

dr. ds 

dt(0)J y 

/’(<«>) 


einen Sinn haben soli. Wenn man den Paragraphen (5) nachpriift, 
wird man finden, daB auch betreffend 'p und JST/ keine andere An- 
nahmen notwendig sind als diejenigen, welche wir hier oben gemacht 
haben. 

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Zeitintervall T ^ t <^. ^xnd 
wahlen einen Bereich B(t), von dessen Grenzflache F(t) wir unsere 
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tiblichen Annahmen machen. Sie konnen in der folgenden Form aus- 
gedriickt warden: F(t) soli aus einer endlichen Zahl von Teilen be- 
stehen, derart, daB fiir jeden Teil die Koordinaten eines Pimktes 
desselben als stetige iind einmal stetig difierenzierbare Funktionen 
von zwei Parametern und Sg von t dargestellt warden konnen. 
Wir nebmen an, daB Wg* ^3 P innerhalb von B(t) und fiir 
T <t ^ stetige Funktionen von x^, x^, x^ und t sind und daB 
Uiy W 3 in demselben Raum-Zeit-Bereich in bezug auf x^, x^, x^ 
stetig differenzierbar sind. Wir nebmen an, daB fiir jeden Bereicb B 
innerbalb von B{t) und fiir jedes Zeitintervall zwiscben den Grenzen 
T und die Gleicbungen (1,5) besteben. Wir bebaupten, daB dann 
die Gleichung ( 1 ) giiltig ist, wie man aucb die innerbalb von JB(^) 
regulare Losung V 3 , f des adjungierten Systems ( 2 ) wablt. 

6 3. Ableitung einer grundlegenden Integralbeziehung. 

Um diesen Satz zu beweisen, betracbten wir zunacbst das Zeit- 
intervall r r -{■ dt. Wir wablen <5^ so klein, daB die Verande- 

rung der Lage der Flacbe F{t) wabrend dt sebr klein ist. Durcb drei 
Scbaren von parallelen, aquidistanten, mit den Koordinatenebenen 
parallelen Ebenen zerlegen wir dann den parallele- 

pipediscbe Teilgebiete. Ibre GroBe wird Ax^Ax^Ax^ sein, wenn Axj 
die Entfernung zweier benacbbarter, gegen die a?/-Acbse senkrecbter 
Ebenen ist. Wenn wir die Axj geniigend klein wablen, so wird der Be- 
reicb jB(^) durcb jene Scbaren von Ebenen in Teilgebiete zerlegt wer- 
den, von denen die iiberwiegende Mebrzabl parallelepipediscbe Ge- 
stalt baben, wabrend eine kleinere Zabl von Teilbereicben, welcbe 
langs der Grenzflacbe F{f) liegen, zum Teil von dieser Flacbe be- 
grenzt werden. Wir numerieren in irgendeiner Weise diese Teilbereicbe 
und bezeicbnen mit J5* den A; ten Bereicb. sei die Grenzflacbe von 
Jedem Bereicb JB* ordnen wir einen bestimmten Punkt zu. 
Wie wir diesen Punkt innerbalb von Bi^ wablen, ist ziemlicb gleicb- 
gtiltig, der Einfacbbeit wegen wollen wir ibn aber bei den parallele- 
pipediscben Teilbereicben in den Mittelpunkt derselben verlegen. 
Die Funktionen Vj nebmen in wenn t -~x ist, die Werte vy(P*, t) an. 

Wir wenden jetzt die Gleicbungen (I, 5) auf das Zeitintervall 
r dt imd auf den Bereicb Bjc an. Wegen der Kleinbeit 

von dt konnen wir das Ergebnis in der Form: 

Q f ^ ~ (®) 

Bjf. Bjg Bjg Fjg 
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schreiben, wenn wir zur Abkiirzung: 

setzen. Wir multiplizieren die Gleichung (3) mit Vj(Pui r) und sum- 
mieren hinsichtlich j iiber die Werte 1, 2, 3, hinsichtlich k iiber alle 
Teilgebiete von B{r). Wir erhalten: 

Q Juj(P,r+dt)v^(Pjt,T)dco — Q^^ik) Juj‘(P,T)Vf(Pt,r)da) = 

Bj. Bu 

(4) 

=Qdt^ik) fx/(P,T)Vj(Pjc,r)da}+dt ^jk) jTji(P,T)niVf{Pjt,r)dS. 


64. Ausfiihrung des Grenzttberganges 

in den drei ersten Gliedern der Gleichung (4). 

Wir lassen jetzt Ax^y Ax^ gegen Null konvergieren. Gleich- 
zeitig wachst die Anzahl der Teilbereiche von jB(^) iiber alle Grenzen. 
Wir untersucben, was die Gleichung (4) in der Grenze, bei verschwin- 
denden A x^y A X 2 y A x^ gibt. 

Das erste Glied kann in der Form: 

Q fuj{P, X + dt)Vj{Py x)doy + 

B{t) 

+ Q J u^{Py T + dt)[v^(Pky t) — V;(P, x)]do} (5) 

^k 

geschrieben werden. Die Vj sind stetige Funktionen von x^, x^y x^, 
Wir konnen deshalb eine solche, von Ax^, Ax^y A x^ abhangige GroBe e 
bestimmen, daB, wenn P in jB* liegt: 


wahrend gleichzeitig: 


|vy(P*, t) — V;(P, t)| < e, 


lime = 0. 

Axj -♦•O 
^ = 1,2,3 


Die GroBen Uj sind nach unseren Annahmen stetige Funktionen von 
gibi' ^'Iso eine solche positive GroBe ifef, daB in B(t), 


T ^t< 
Folglich: 


W/(P, r + dt) \ < M. 


^(*) j Uj(Py T + ^0{V;(Pjfc, t) — V;(P, x)]do) I < 3eM J da>. 

Bjg Bit) 
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Das zweite Glied in ( 6 ) konvergiert also gleichzeitig mit den Axj 
gegen Null und wir haben 


t + St)Vf{Pt, r)dto = Q j(uf)^^g,(Vi)^dw. 


Die einfache Beweismethode, die wir bier angewandt haben, fiihrt 
auch bei den folgenden Gliedern der Gleichung (4) zum Ziele. Um 
nicht durch Wiederholungen zu ermiiden, geben wir fiir das zweite 
und dritte Glied sofort das Ergebnis des Grenziiberganges J -> 0 an. 

Wir haben ersichtlich: 


hm Q V(A:) r Uj(P, r)Vj(Pk, ‘t)di 

1,2,3 

lim fX/(P,r)Vf(Pi,T)dc 


i = 1,2,3 


g f {UjVj)^d<o, 

B(t) 

gf {Xi'Vf)dto. 
Vi(r) 


65. Ausfiihrung des Grenziiberganges (/ = 2, 3) 

im letzten Gliede der Gleichung (4). 

Dem letzten Gliede in (4) miissen wir dagegen eine nahere Unter- 
suchung widmen. Wir betrachten die ebenen Grenzflachen, welche wir 
im Innern von B (t) durch unsere drei Scharen von Ebenen erhalten 
haben. Wir woUen, um einen bestimmten Fall zu haben, einen mit 
der ZgZg-Ebene parallelen Teil einer Grenzflache F* betrachten. Dieses 
ebene Flachenstiick ist die Grenze zwischen zwei Teilbereichen B*. Es 
kommt also in der Summe, aus welcher das letzte Glied in (4) be- 
steht, an zwei Stellen vor. Einmal grenzt es in der Richtung der posi- 
tiven Zj-Achse einen gewissen Bereich, etwa ab. Man hat dann 

1, ^ 2 = n 3 = 0. Andererseits ist es die Grenze in der Richtung 
der negativen z^-Achse eines anderen Bereiches, etwa JS*. Man hat in 
diesem Falle = — 1 , ^ 2 =^ 3 = 0 . Wenn wir mit fg? ^3 die Ko- 
ordinaten des Mittelpunktes des hervorgehobenen Flachenstiickes be- 
zeichnen, so erhalten wir also aus dem letzten Gliede in (4), diesem 
Flachenstiick entsprechend : 

dt Jdx 2 J* dx^ T i A ajj, fg? ^3) h A ^2* ^3)}* 

^1— ft — 

Nach imseren Annahmen besitzen die Funktionen vy stetige Ableitun- 
gen erster Ordnung in bezug auf Xg, Xj. Wir haben demnach: 
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^#(^1 i ^ 2 > ^ 3 ) ^ 2 * ^ 3 ) — 


Wir erhalten also: 


fi -f 

l‘ dvf(xi,ig,^g) dx y 

J 

i J ur^ 


-6< J rf*, f dx, f x„ X,) rfx3. 


Unter Vernachlassigung von GroBen, welche bei dem Grenziibergange 
Axf 0(f = 1, 2, 3) verschwinden, laBt sich dies auch in der Form: 


1 

2 




schreiben. Wenn wir bedenken, daB jeder parallelepipedische Teil- 
bereich zwei mit der ajg aJg-Ebene parallele Grenzebenen besitzt und 
daB die mit den x^- und Xj^ ajg-Ebenen parallelen Grenzebenen ahn- 
liche Beitrage ergeben, so scheint aus unserem Eesultat hervorzugeben, 
daB wir bei dem Grenziibergange Axj Q aus den Teilen der Inte- 
grationsflachen Fu, welche nicht Teile der auBeren Grenzflache JP(t) 
sind, einen Beitrag: 


/i(T) i/(r) ^ 


iatf\ 

Bit) 


duj dvj J 


erhalten. Um zu beweisen, daB dies tatsiichlich der Pall ist, miissen 
wir doch auch die besonderen Verhaltnisse in der Nahe der auBeren 
Grenzflache P(t) in Betracht ziehen. Wir behandeln die Integrale, 
welche von den ebenen Grenzflachen der an P(t) grenzenden Teil- 
gebiete herriihren, in derselben Weise wie wir aus den inneren Teil- 
gebieten herriihrende Flachenintegrale behandelt haben. Wir stellen 
also den von einem solchen ebenen Flachenstiick herriihrenden Bei- 
trag als eine Summe von zwei Raumintegralen dar. Wenn das ebene 
Flachenstiick an der einen Seite einen Teilbereich hat, der ganz im 
Innern von B(r) liegt, so wird der Integrationsbereich eines dieser 
Raumintegrale die GroBe : \Ax^Ax^Ax 2 haben und also wie oben die 
Halfte eines inneren Teilbereiches sein. Die Schwierigkeit, welche hier 
auftritt, ist die, daB der Integrationsbereich des anderen Raum- 
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integrals keine bestimmte Beziehung zu dem an i^(T) grenzenden Teil- 
bereiche haben wird. Von derselben Art ist die Schwierigkeit, zu 
welcher ein ebenes Flachenstiick AnlaB gibt, welches die Grenze zwi- 
schen zwei Teilbereichen ist, die beide an F(t) grenzen. DaB nun 
diese Schwierigkeiten jedoch keine wesentliche Bedeutung haben, geht 
daraus hervor, daB der Rauminhalt einerseits aller an F(t) gren- 
zenden Teilbereiche Bt, andererseits aller Integrationsbereiche, die 
wir bei unserer Umformung aus den ebenen Grenzflachen derselben 
Teilbereiche erhalten, bei verschwindenden /Ixf (j = 1, 2, 3) gegen 
Null konvergieren. Der oben angegebene Wert ist aus diesem Grunde 
wirklich der Grenzwert der Beitrage, die wir im letzten GUede von 
(4) aus den ebenen Grenzflachen erhalten, die im Innern von F(t) 
liegen. 

Wir berechnen schlieBlich den Beitrag, den die Grenzflache F(t) 
ergibt. Er ist, wie man sofort findet: 


dt iTjiVjnidS 
Fix) 


dt 


/(- 

Fit) 


Tprij + fini 



6 0.'^ Das Ergebnis des Grenzuberganges J 0 (i = 1, 2, 3). 

Das Ergebnis unserer Untersuchung ist also die Gleichung: 

Q f (Vi)z do) — qJ ( ujVj)^ do) =- 


Bit) 


Bix) 


Bix) y/(r) 

+ StJ * ^ — pny + jurii VjdS. 

Fir) 


((>) 


67 . Der Grenziibergang if -> 0. 

Um weiter zu kommen, setzen wir in (6) dt — T)/Ny wo N 

eine ganze Zahl ist. Wir setzen dann nacheinander t T, T dt^ 
T+ 2dty.,,T+(N — 1) (5^ und addieren die so erhaltenen Gleichungen (6). 
Wir lassen dann N ins Unendliche wachsen. Eechts konnen wir sofort 
den Grenziibergang ausfiihren. Das Ergebnis ist eine Summe von drei 
Raum-Zeit-Integralen. Links miissen wir eine Umformung machen, 
um den Grenziibergang ausfiihren zu konnen. Wir schreiben die linke 
Seite in der Form: 
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s/w do) — gj (ufV^)rda) + 

£(t<9i^St) JiCT) 

N-2 

+ Q i J(^?)r4-(n+ i)6t (^/)r+n.5 / dw —j (UjVj)T.\.(n+ \)S()da )\ • 

0 ii(7' + ri<50 i{(2*4.(n4.1)60 

Die hier vorkommende Summe kann auch in der Form: 

jV — 2 

^(”){ [{Ug)T^(n4-nU [(^;)r+n<5< — (^;)r+(n4- l)af] dw } — 

0 /i(r+(n+l)^SO 

N — 2 

^(n) f(Ui)T4-(n4-l)St (^;)r+nS( d(0 

0 i/(7’4-(n4-l)(50 — n^O 

geschrieben werden. Die Funktionen V/ besitzen nach unseren An- 
nahmen stetige Ableitnngen in bezug auf t, Wir haben deshalb mit 
gentigender Genauigkeit: 


(^;)r+n«5/ — — — St 


l~^) 

\dt ) T-^ndt 


Wir haben ferner, wenn wir mit IJj die Komponenten der Geschwindigkeit 
dea Flachenelementes d/Sbezeichnen und wenn wir UjUj = t7„ setzen: 

= dtJUndS. 

F(T-^n(U) 

Wir haben folglich mit genugender Genauigkeit: 

J* ('^j)T-l-nJt d(0 = dt j' UjVjUn dS, 

-S(?’4-n<50 F(T-\-ndt) 

Nach diesen Umformungen konnen wir auch links den Grenziibergang 
N -*oo ausfiihren. Wir erhalten: 

^0) 


B (£<«>) 


T B(t) 


Q J(u^v^)f<o>dw’—g J {ujVj)Tdoy — gj dt Ju,- 

- -- 

«‘ 0 - 

— g jdtjujVj UndS 

T Fit) 

«‘0> 

T Bit) T 

<‘o> 

pny + jLinjt 




T B(t) 


T Fit) 


( 7 ) 
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Nach unseren Annahmen geniigen die Funktionen Vj den Differential- 


gleichungen: 


dvj _ dp 
dt dxj 


dVj 


0. 

dxj 


Wir fiihren in (7) den Wert von ein, den wir aus der ersten dieser 

Gleiclixingen erhalten. Eine partielle Integration gibt uns dann, wenn 
wir beachten, daB auch nach unsern jetzigen Voraussetznngen aus der 

d u * 

Kontinuitatsgleichung (1,2) die Beziehung „ - = 0 folgt: 

Cf Xj 


fdtj \vj — j)nj + Q V„u)j — M, 


F(t^ 


dVj 

nn 




dS 


,fdtf(x,-uj£)v,dco^0. 


— ef (m; <ift» + e J( m, r dw + pj 

Ji(T) T Bit) 

Dies war die Gleichung, welche wir herleiten woUten. Unser Be- 
weis ist damit zu Ende gefiihrt. Wir haben gesehen, daB man aus den 
Integralgleichungen (1, 2), (1, 4) und (1, 5) direkt, ohne Vermittelung 
der hydrodynamischen Differentialgleichungen I®, und ohne die Exi- 
stenz der in diesen Differentialgleichungen vorkommenden Ableitungen 

dx ^x- Integralgleichung gelangen 

kann, welche die Grundlage unserer Formeln I® und P war. Umge- 
kehrt kann man aus I® bzw. I'^ruckwarts die Gleichung (6, 1) ableiten. 


6 8. Die Bedeutung des gefundenen Ergebnisses. 

Welche Bedeutung hat der Satz, den wir in diesem Paragraphen 
bewiesen haben? Um diese Frage zu beantworten, erinnem wir daran, 
daB es eine unkorrekte Ausdrucksweise ist, wenn man von der Ge- 
schwindigkeit einer Fliissigkeit in einem bestimmten Punkte oder von 
der Kraft spricht, welche in einem bestimmten Punkte eine Fliissig- 
keit angreift. Was man in der Hydrodynamik unter der Geschwindig- 
keit einer Flussigkeit versteht, ist der Mittelwert der Geschwindig- 
keiten der Molekel innerhalb eines Bereiches, der zwar klein sein soli, 
aber doch viele Molekel enthalten muB. Ebenso verstehen wir unter 
der Kraft in einem Punkte einer Flussigkeit den Mittelwert der Krafte 
auf die Molekel in einem Bereiche um den Punkt herum. Da also die 
grundlegenden Begriffe der Hydrodynamik durch Mittelwerte definiert 
sind, also durch Summen, welche wir wegen der groBen Anzahl der Mo- 
lekel durch Integrale ausdriicken miissen, so ist verstandlich, daB die 


6 Oseen, Hydrodyiiaxnik 
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Grundgesetze der Hydrodynamik Beziehungen zwischen Integralen sein 
mussen. Wenn wir diese ursprungliclien Integralgleichungen statt der, 
unter speziellen und keineswegs notwendigen Annahmen, aus ihnen 
abgeleiteten Differentialgleichungen zum Ausgangspunkt unserer Theo- 
rie wahlen, so bedeutet dies, dafi wir die Theorie die Form behalten 
lassen, welche am besten dem Wesen der Erscheinimgen angepaBt ist. 
Man kann, wenn man so will, sagen, daB dies ein Fortschritt in bezug 
auf die Reinheit der Methode ist. — Dieser Fortschritt in bezug'^auf 
Reinheit ist gleichzeitig ein wesentlicher Fortschritt in bezug auf Ein- 
fachheit. Die einzige Methode zur Berechnung der Bewegung einer 
zahen Fliissigkeit, welche wir zur Zeit besitzen, ist die Methode der 
sukzessiven Annaherungen. Wenn man bei der Anwendung dieser 
Methode von den hydrodynamischen Differentialgleichungen ausgeht, 
so muB man bei jedem Schritt der Rechnung nachpriifen, ob die Ab- 
leitungen, deren Existenz die hydrodynamischen Differentialgleichungen 
voraussetzen, wirklich existieren. Es verhalt sich nun mit diesen Ab- 
leitungen so, daB man sehr leicht und unter sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen beweisen kann, daB die partiellen Ableitungen erster Ord- 
nung von Wgj ^3 bezug auf ajg, deren Existenz ja auch 
die Integralgleichungen voraussetzen, wirklich existieren und stetige 
Funktionen von x^, ajg* ^ Dagegen ist die Frage von den not- 

wendigen Bedingungen fiir die Existenz der Ableitungen zweiter Ord- 
nung derselben GrdBen nach t von sehr komplizierter Natur. Dieses 
verwickelte Problem fallt weg, wenn wir bei unseren Berechnungen 
von den Integralgleichungen anstatt von den Differentialgleichungen 
ausgehen. Darin besteht die prinzipielle Vereinfachung, die in dieser 
Weise gewonnen wird. 


§ 7. Erste Anwendungen der hydrodynamischen 
Integralgleichuiigen, Theorie der Singularitaten 
in der Bewegung einer den ganzen Rauin 
erfullenden Flussigkeit. 

7 1 . Das Problem, Definition des Begriffes „regulare 
Bewegung‘‘ fiir eine den ganzen Raum erfftllende Fliissigkeit. 

Die einfachste Aufgabe, die wir uns betreffs der Bewegimg einer 
zahen Fliissigkeit stellen konnen, ist die folgende. Auf eine den gan- 
zen Raum erfiillende Fliissigkeit wirkt ein bekanntes System von 
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Kraften. In einem gewissen Momente, etwa t = T, ist die Geschwindig- 
keit iiberall bekannt. Sie geniigt der Kontinuitatsbedingung. Man 
soli die Bewegung fiir t>T berechnen. 

Wir legen \inserer Behandlung der erwahnten Aufgabe die Annahme 
zugrunde, daB der absolute Betrag der auf die Fliissigkeit pro Massen- 
einheit wirkenden Kraft -Yy 0 =1, 2, 3), einer Bedingung von der Form : 




K 

(l + /5/2)i+"« 


( 1 ) 


geniigt. R = soil hier die Entfemung des betrachteten Funktes 
von einem festen Punkte sein, den wir zum Anfangspunkte wahlen 
konnen. ^ ist eine Konstante mit der Dimension einer inversen Lange. 
a und K sind positive Konstanten, von denen a dimensionslos ist, 
wahrend K die Dimension einer Beschleunigung hat. — Wir nehmen 
ferner an, daB die Geschwindigkeit (%= Wy*, ; = 1, 2, 3) der Fliissig- 
keit im Momente ^ = T sowie der Druck (p = p*) bzw. die Funktion 
q(=: q*) Bedingungen von der Form: 


= |/mj2 + Mj* + < 


duf 


dxi 

P\>\9\< 


fiU 

(1 + W+“ 
p 


u 

a, 4 = 1, 2, 3) (2) 


(1 + pRY 


geniigen, wo U und P Konstanten sind, von denen TJ der Dimension 
nach eine Geschwindigkeit, P ein Druck ist. 

Wenn die Geschwindigkeit und der Druck einer Fliissigkeit Be- 
dingungen von der Form (2) geniigen, werden wir im folgenden sagen, 
daB die Bewegung der Fliissigkeit regular ist. 

Wir haben angenommen, daB die Bewegung unserer Fliissigkeit im 
Momente t = T regular ist. Wir fragen, ob sie auch fiir < > P regular 
bleibt imd wie man sie unter dieser Voraussetzung berechnen kann. 

Wir gehen im folgenden nicht auf alle Einzelheiten ein. Man findet 
die hier nicht ausgefiihrten Integralabschatzimgen, auf welchen die 
Beweise der mitgeteilten Satze beruhen, in den im Literaturverzeichnis 
erwahnten Abhandlungen.* 


* Wir verweisen an dieser Stelle besonders auf die letzte dieser Abhandlungen : 
Sur la representation analytique usw. 


6 * 
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7 2. Integralgleichungen zur Berechnung der regulttren 
Bewegung einer z&hen Flussigkeit. 

Fiir die Bewegung einer zahen Flussigkeit gelten, wie wir in den 
zwei letzten Paragraplien gesehen haben, die Integralgleichungen (oder, 
wenn man so will, Integro-Differentialgleichungen) I® und I^. Wir gehen 
hier von aus. Sie muB erfiillt sein, wie wir auch die Grenzflache F 
wahlen. Insbesondere konnen wir zur Grenzflache eine Kugel wahlen, 
deren Radius wir dann ins Unendliche wachsen lassen k5nnen. Die 
Flachenintegrale rechts in den Formeln konvergieren bei diesem 
Grenziibergang wegen der Ungleichungen (2), welche hier giiltig sind, 
weil nach unserer Voraussetzung die Bewegung regular ist, imd wegen 
der Kontinuitatsbedingung : 

^ (ujnj)dS = 0 

F 

gegen Null imd wir erhalten die einfachen Gleichungen: 


00 

+ efdif I AT,- \t„d^ , 

T CD ' 



gesetzt wird: 
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73. Absoh&tznngen der OrdBen ta, 

’ dxt 


1 /3 (ajy — x/«)) (Xi — Xt(*)) 


(<& — E{r, 


<(0)_<))_ 


Q ({Xf — x/®)) (xt — Xi(»)) N 5 (r, <<®) — t) 

2jm\ r* <(«)-< "" 

0 

e /(x^ — x,<®))(Xi — XtW) '|£(r, <(®) — <) 

“2/^1“ ”r®- ■ <(0)“< • 

Die Funktion E (a, «(®> — )3) geniigt der partiellen Differential- 
gleickung: 

dE , d^E ^ 

Wir multiplizieren mit dadp und integrieren zwischen den Gren- 
zen a == 0, a r; — — co, p = t(t < Wir erhalten, da: 

lim E{a, 0 , 

/y-*. - 00 

Q J E(a, <C0)_ <)da + ju E(r, - 

0 - « 

~/if(f^E(a, «<«)-/?)) d^ -0. 


Da (fiir /?<<(»)) : 




SO folgt: 


r t 

JjS(a, ^ J m-p)dp 


r _ _ 

r I e 

2 J («(0)^^)V. ^ 




d - - 

d/3 


F«((«)-/3 


t 

rE(r, «»)- 0 + y’ J £(r, «»)- /3) 


dp 


Mit Hilfe dieser Beziehnng konnen wir unseren Ansdruck fiir 
in der folgenden Form schreiben: 



70 f 7. Erste Anwendungen der hydrodynamischen Integralgleichungen 




_ e ((xi—x. 

"2 «l ^ 


-*»«») \^(r, <«»-<) 

r* ^ ^7 <(«)—< 


Wir bezeichnen mit a(n) das Maximum der Funktion 

(1 + 

fiir 0 < a; < 00 , Wir haben dann: 


E{r, 


Folglich : 


|/<(0)_ B l-\ ^ 




< w -|8 + 


2a(2 0 

3(<(0)_< + ^ 


Andererseits; 






(<(«)- i 


Aus (4), (5), (6) folgt, daB man eine solche positive GroBe A bestim- 
men kann, daB, fiir r > 0 , 1> 0: 


hk < 




iixl 


Man beweist in abnlicber Weise, dafi man eine solche positive Grofie B 
angeben kann, daB, fiir r ^ 0 , 0: 


( 8 ) 
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7 4. LOsung der Integralgleichungen durch Reihen. 

In den Qleichungen (3) fuhren wir einen Parameter A ein und 
schreiben sie folgendermafien: 

<W) = ef + 

CO 

^0> |<0> 

+ ej dtj Xftjkdo) — XQj’dtJum tfidco , (9) 

CD ^ OD * * 

Wir versuchen diese Integralgleichungen fiir und q durch Reihen 
zu losen, welche nach Potenzen von X fortschreiten. Wir setzen also : 

00 00 

Uj , g = y^\n)X»qOO . (10) 

0 0 

Einsetzen dieser Reihen in (9) gibt sofort: 

f(0> 

iTt]/ <W) = eJ {ui*tft\^j,do} + Qjdt j Xjtjidco , 

* r CO 


i"” 

^ni7ifXQUic^^'>(P^^'>, <(*)) c= — Q I dtj’‘u 


mfdufW _ 

^ \ da;„ Oxf 


^/jfcdco, 


{< 0 > 

4»|Sms..«(P»>. «<«) — e/.i</[ - ".f ) + 


(,) d V”? _ 

”■ \ dx„ dZf 
( dM<d> dM2^\! 


( 0 ) 


5(2)(P(0), t(0)) 


,l,/d«/«) dM<?'\ , 


d(i)f 


dXm dx^ ) 

, (0)/dV'> ^Mm\l d 1 


dXfn dxj /J r 


usw. 
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Nach Tinserer Voraussetzung ist die Bewegung im Momente t^T 
regular. Die Ungleichung (7) zeigt unter diesen Umstanden sofort, daB 
das erste Integral rechts in (11) konvergent ist und also einen be- 
stimmten Sinn bat. Wegen der Ungleichung (1) baben aucb die libri- 
gen Integrale recbts in (11) einen bestimmten Sinn. Man kann ferner 
zeigen, daB die durcb (11) definierte Stromung f iir ^ ^ T re- 

gular ist. Aus diesen Ergebnissen folgt wiederum, daB die Integrale 
recbts in (12) einen bestimmten Sinn baben und daB die durcb (12) 
definierte Bewegung ebenfalls fiir t>T regular ist. So kann 

man fortfabren und zeigen, daB fiir jedes ganzzabbge nicbt negative 
n die Eunktionen existieren und eine regulate Stromung 

definieren. 

In bezug auf die Konvergenz der Reiben (10) lebren die Integral- 
abscbatzimgen, welcbe den Beweis der oben mitgeteilten Ergebnisse 
ergeben, daB es eine solcbe positive GroBe t gibt, daB die beiden 
Reiben unbedingt und gleicbmafiig konvergieren, wenn: 

0< ||A|2(^-T)<t. 

Wenn wir 0 — T < r annehmen, konnen wir A = 1 setzen. Die 

Reiben (10) geben uns dann eine Losung imseres Problems. Wir baben 
also den Satz gewonnen: 

Wenn im Momente t = T eine regulate Bewegung einer den ganzen 
Raum erfiillenden zaben Fliissigkeit vorgescbrieben ist, so gibt es stets 
eine in einem Intervall T < < < f + t regulate Bewegung der Fliissig- 
keit, welcbe im Momente t~T mit der vorgescbriebenen Bewegung 
iibereinstimmt. 

Man kann zeigen, daB es nur eine regulate Bewegung mit diesen 
Eigenschaften geben kann. 

Wenn wir das Verhalten der Fliissigkeit in unendlicber Feme dutch 
die Vorscbrift bestimmen, daB fiir geniigend groBes R stets die Bedin- 
gungen (2) erfiillt sein sollen, so konnen wir unset Ergebnis aucb in 
der Form aussprechen; 

Wenn die Bewegung einer den ganzen Raum erfiiUenden zaben 
Fliissigkeit in einem Momente t = T regular ist, so gibt es stets ein 
Intervall T <J ^ T -f r, innerhalb dessen die Bewegung regular bleibt. 


7 6. Fortfflhrung der Berechnung der regulfiren Bewegung. 

Wir geben von einem Moment < = T aus \md nehmen an, daB in 
diesem Moment die Bewegung der Fliissigkeit regular ist. Es gibt dann 
ein Intervall jP ^ ^ ^ T + r, innerbalb dessen die Bewegung regular 
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bleibt und fiir welches wir sie berechnen konnen. Wir kennen also die 
Bewegung im Momente T + r. Sie ist regular. Es gibt dann ein neues 
Intervall T + i ^ T + + Tg, innerhalb dessen die Bewegung 

regular bleibt und also der Berechnung zuganglich ist. So konnen wir 
fortsetzen. Wir erhalten eine unendliche B-eihe von positiven Zahlen 
^2 • ^ Zwei Falle sind jetzt moglich. Wenn die Reihe: 

+ '1*2 + T3 + * • • (14) 

divergiert, dann bleibt die Fliissigkeit fiir t>T stets regular und kann 
fiir ein beliebiges t (> T) berechnet werden. Wenn dagegen die Reihe 
konvergiert, dann gibt es einen Moment: 

^ = T + + ^2 + • • *, 

in welchem die Bewegung aufhort regular zu sein. 

Es ist nicht gelungen zu zeigen, daB die Reihe (14) stets divergent 
ist. Wir miissen also damit rechnen, daB sie, wenigstens unter ge- 
wissen Umstanden, konvergent ist. So werden wir zu der Frage ge- 
fiihrt, was dann geschieht, wenn die Bewegung einer Fliissigkeit auf- 
hort regular zu sein. Wir konnen unsere Frage auch so formulieren: 
welcher Art sind die Singularitaten, die in der Bewegung einer zahen 
Fliissigkeit auftreten konnen? 


7 e. Analyse der Singularitaten, welche in der Bewegung einer 
den ganzen Raum erfullenden Fliissigkeit auftreten konnen. 

Der Hauptsatz. 

Im Momente i = T sei die Bewegung der Fliissigkeit regular. Es 
gibt dann ein Intervall T < ^ < in welchem die Bewegung eben- 
falls regular ist. Wir nehmen an, daB die Grenze dieses Intervalls 
ist, so daB es kein Intervall T < ^ < + r (t > 0) gibt, in welchem 

die Bewegung regular ist. Wir wollen untersuchen, was sich iiber die 
Bewegung der Fliissigkeit im Momente t = T^ aussagen laBt und setzen 
dabei voraus, daB die auBere Kraft stets der Bedingung (l]t geniigt. 

Die regulare Bewegung ist dadurch gekennzeichnet, daB jedem 
Raum-Zeit-Punkte t bestimmte Geschwindigkeitskomponen- 

ten Uj und ein bestimmter Druck p zugeordnet werden konnen und 
daB diese Geschwindigkeitskomponenten, die Ableitungen derselben 
nach x^ sowie der Druck (bzw. die Funktion q) Ungleichungen 

von der Form (2) geniigen. Wenn die Bewegung bei t = aufhort 
regular zu sein, so muB es sich also entweder so verhalten, daB, wenn 
t sich dem Werte nahert, in gewissen Punkten oder vielleicht ge- 
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wissen Teilen der Fliissigkeit eine Geschwindigkeitskomponente w/ oder 
der Druck p niclit gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren, oder 
so, daB zwar diese Grenzwerte existieren, aber nicht Ungleichungen 
von der Form (2) geniigen. 

Von den verschiedenen Arten von Singularitaten, welche nach 
dem obigen als moglich erscheinen, konnen wir sofort einige aus- 
schlieBen. Wenn bei t die GroBen Uj gegen bestimmte, in bezug 
auf %, asg, a ?3 stetig diSerenzierbare Funktionen konvergieren und wenn 
diese Funktionen und ihre Ableitungen den zwei ersten Ungleichungen 
(2) geniigen, dann hat nach der letzten Formel (3) die Funktion q — 
und somit auch p — in jedem Punkte Xj (/ = 1, 2, 3) fiir t = einen 
bestimmten Wert, und dieser Wert geniigt, wie wir schon oben er- 
wahnt haben, und wie sich leicht direkt zeigen laBt, einer Ungleichung 
von der in (2) vorkommenden Form. Eine Singularitat, welche nur 
den Druck betrifft, kann nicht vorkommen. Jede Singularitat ist auch 
eine Singularitat fiir die Geschwindigkeitskomponenten oder fiir ihre 
Ableitungen. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB das Wesen einer Singularitat — we- 
nigstens wenn sie im Endlichen liegt ■— darin besteht, daB der Wirbel- 
vektor unendlich groB wird. Wir wollen, praziser ausgedriickt, den 
folgenden Satz beweisen: 

Wenn im Intervalle T <t <Ti der Wirbelvektor u==xotu 
einer Ungleichung von der Form: 

I rot M 1 = J/ + .. 

geniigt, wo W und a positive Konstanten sind, so ist die Be- 
wegung der Fliissigkeit im Momente t = Ti regular. 

Dieser Satz ist der Hauptsatz unserer Theorie der Singularitaten. 


7 7. Erster Teil des Beweises des Hauptsatzes. 
Aasdruck der Geschwindigkeitskomponenten durch die 
• Wirbelkomponenten. Abschatznng derselben. 


Um unseren Satz zu beweisen, wollen wir zunacbst die Geschwin- 
digkeitskomponenten Uj durch die Komponenten des Wirbelvektors: 


Ml 


dug 

dx.' 


duj 


d«2 - _ 
dx^’^^ dx^ 


dua - 




du2 du^ 
dxo 


(16) 


ausdriicken. Die Gleichungen (16) konnen als ein System von partiellen 
Differentialgleichungen fiir % aufgefaBt werden. Aiis diesem 

System, der Kontinuitatsbedingung: 
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du^ dMj ^ 

dx^ dx^ dx^ 

und der Nebenbedingung Wy = 0 (j = 1 , 2 , 3) in unendlicher Feme 
konnen wir fiir T ^ ^ die GroBen Uf bestimmen. Wir macben 
fur u den Ansatz : 

= rot JF + grad (p, (17) 

Wegen der Kontinuitatsbedingung muB dabei: 

div grad 9 ? == zd 9 ? = 0 (18) 

sein. Aus (17) folgt andererseits : 


rot rot F — grad div JP — AF —rat u ==^ u. 
Wir scbreiben vor, daB iiberall: 


div F^ ^ + -^ + = 0 


a F2 OF, 

dx«, dx^ 


a X-^ \j u/2 ^ 


(19) 


sein soil. Zur Bestimmung von F erhalten wir dann die Gleicbung: 

AF 


Wir losen sie durch den Ansatz: 

F(z) - V J -^V>) (2«) 

r 2 = (Xy ~ x/ 0 )) 2 , r > 0 ; = xy(<» 2 , R(0) ^ 0 ; 

dx^(0) drrgW. 

Die recbte Seite von (20) hat einen bestimmten Sinn, wenn die Un- 
gleichung (16) erfiillt ist. Dies ist, wegen der Voraussetzung T<t<T^, 
der Fall. 

Wir haben jetzt zu priifen, ob die Gleichung (19) erfiillt ist. Um 
zu beweisen, daB dies tatsachlich der Fall ist, zeigen wir, daB, wie 
klein auch die positive GroBe d gewahlt wird, stets: 

Idiv^"^! < d 

ist. Wir haben in der Tat: 

div F(x) = - -/syCxO)) P ,, \ 

GO • 

Denjenigen Teil des Integrals rechts, der sich auf das Innere einer 
Kugel = iZ* bezieht, formen wir durch partielle Integration um. 
Wir erhalten wegen der Beziehung: 
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ai. TO - i - jL/s,.,®. J,. 

Wir wahlen J8* so groB, daB: 

:r,.2 = iJ2 < 22*2^ 

Im ersten Integral ist dann: 

Der absolute Betrag des ersten Gliedes rechts in (21) ist also, wegen 
(15), kleiner als: 

3wf 

J + /3i2«»)i+“ (£<•» — Rf 

Der absolute Betrag des zweiten Gliedes rechts in (21) ist kleiner als: 

ZWR*^ 

R){1 + 

Die Ausdriicke (22) und (23) konvergieren beide bei wachsendem R* 
gegen Null. Wir konnen also JB* so groB wahlen, daB die Summe von 
(22) und (23) kleiner als d wird. Damit haben wir die Ungleichung: 

I divJ^^i <d 

bewiesen. Da diese Ungleichung giiltig ist, wie klein wir auch die po- 
sitive GroBe d wahlen, so folgt: 

div.P=0, (19) 

DaB andererseits : 

AF=^ — u 

ist wohl bekannt. 

Der Ansatz: ^ _ 

gibt uns eine partikulare Losung des Systems (16) sowie der Konti- 
nuitatsgleichung. Die allgemeine Losung gibt der Ansatz (17) mit der 
daraus folgenden Gleichung (18). Unsere Aufgabe ist jetzt, die Po- 
tentiallunktion tp zu bestimmen. Dazu miissen wir die Randbedingungen : 
= 0 in unendlicher Fernp benutzen. 

Wir haben, wenn wir mit r den Vektor mit den Komponenten 
Xj — (; = 1, 2, 3) bezeichnen und wenn wir unter X das vek- 

torielle Produkt der beiden Vektoren und Vg verstehen: 

inj ir 


d<a«». 
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Wir schlieBen hieraus: 




a + /S/?(0))i + «r2" 


Wir wollen das in der rechten Seite von (24) vorkommende Integral 
abschatzen. Wir zerlegen es zu diesem Zwecke in drei Teile. sei 
derjenige Teil des Integrals, der dem Inneren der Kugel = /?/2 
entspricht, der Teil, der von dem Zwischenraume zwischen den 
beiden Kugeln J2<®> = J?/2 und = 312/2 herriilirt, endlich der 
Teil, den man aus dem Bereiche > 3 12/2 erhalt. Wir haben 
dann in Jj : ^ 

»•> 2* 




4 r 


(1 + /S1+ 


\7i r 




Wenn die Ungleichung (15) fiir ein gewisses a erfiillt ist, ist sie es um 
so mehr fiir ein kleineres a, Es ist also stets erlaubt anzunehmen, 
daB a < 2 ist. Wir haben unter dieser Voraussetzung: 

_ ^ IGtt 

’'i ^ 2*^“(2 -~ay^^R»' 

In besteht die Ungleichung: 


Folglich: 


Wir haben endlich: 


RW > 


2i+« Cinr^dr 2^+“*10jr 


+« r 




J 3 < ijlj + 

3i2 


Fiir ^ i2(®> < oo gilt die Ungleichung: 
2 




Folglich: 


= ^ + ^( 0 ) _ 12 - 

367r‘2“ 

3o^i+a,ai2o’ 
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Unsere Abschatzungen von zeigen, daB man eine solche 

positive Zahl C bestimmen kann, daB : 

CW 

(26) 


I rot _P 1 < 


(pRr 


Wir kehren zur Gleicbung (17) zuriick. Wen^der Punkt 

sich ins Unendliche entfernt, so wachst R = )/xy* iiber alle Grenzen. 

Nacb nnserer Annahme konvergiert dabei der Vektor u gegen Null. 

Nach (26) konvergiert ebenfalls rot F gegen Null. Wir schlieBen bier- 

aus, daB auch grad cp gegen Null konvergieren muB. Nun geniigen die 

Komponenten dieses Vektors nacb (18) der Laplacescben Gleicbung. 

Sie konnen also nirgends Maxima oder Minima baben. Wenn sie im 

Unendlicben verscbwinden, miissen sie desbalb iiberall verscbwinden. 

Wir baben also: , 

grad q> = 0 


und folglicb: 


u = rot F : 


_ 1 Cr 
4:7zJ 




dco(^\ 


(26) 


Die Formel (26) driickt die Gescbwindigkeitskomponenten durcb die 
Wirbelkomponenten aus. 

Wir betracbten jetzt die Funktion: 

(1 + W|rot.F|. (27) 

Die Ungleichung (25) lehrt, daB diese positive Funktion kleiner als: 

(* + AT 

ist. Wenn R eine beliebige Lange ist, so baben wir also iui R > R: 
(1 + fiRy i rot jp’ I < C 

Andererseits ist die Funktion (27) Im R < R offenbar stetig und bat 
also in diesem Bereicb einen endlicben groBten Wert, etwa M(R) • W. 
Wenn D die groBere der beiden Zablen: 




und M {R) 


ist, so haben wir also iiberall: 

I rot F I < 

Also (fiir T ^ t < T^): 


DW 

(i+^Ry' 


Uf I 5: = I rot F < 


DW 

{i + pRy 


(28) 
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7 8. Durchfiihrang des Beweises des Hauptsatzes. 

Die Bedeutung desselben. 

Wir haben angenommen, daU die Bewegung im Intervalle T^t<T-^ 
regular ist. tJberdies haben wir angenommen, daB der Wirbelvektor 
in diesem Intervalle der Bedingung (15) mit festen Werten von W und 
a geniigt. Wir haben gesehen, daB aus dieser Bedingung die Ungleichung 
(28) fur die Geschwindigkeit folgt. Ob die 6r5Ben Uj (7 = 1, 2, 3) 
beim Grenziibergange gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren, 
wissen wir nicht. Ebensowenig wissen wir, ob die Geschwindigkeits- 
komponenten Uj bei demselben Grenziibergange gegen bestimmte Grenz- 
werte konvergieren. Wir wissen aber, daB die Ungleichungen (15) und 
(28) mit festen Werten von TF, a und D im ganzen Intervalle T <t<T^ 
erfiillt sind. 

Um weiter zu kommen, miissen wir die Integralgleichungen (3) be- 
nutzen. Sie sind im Intervalle T <t < ghltig. Wir betrachten die 
erste dieser Integralgleichungen und wollen in der rechten Seite jener 
Gleichung den Grenztibergang -> ausfiihren. Wir behaupten, daB 
sie bei diesem Grenztibergang gegen einen bestimmten Grenzwert kon- 
vergiert. DaB diese Behauptung fiir die Glieder: 

^(0> 

Q J ^jk)e und q jdt fXj 

00 T ^ 


zutrifft, bedarf keincs besonderen Beweises. Was wir zu beweisen 
haben, ist also nur, daB bei die Integrate : 



tjj^d (o 


gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren. Um diesen Beweis zu 
' lihren, geniigt es wiederum, zu zeigen, daB die absoluten Betriige der 
Ausdriicke: 


Q 



— Q 



I"™) x(f>\T,-e)dw, 


(29) 


WO e > (5 > 0 ist, gleichzeitig mit e gegen Null konvergieren. Dies ist 
aber leicht durchzufiihren. Wir schreiben unsere Ausdriicke in der 



80 § 7. Erste Anwendungen der hydrodynamischen Integralgleiohungen 


folgenden Form, worin wir unter y eine positive GroBe verstehen, die 
groBer als e ist, die wir aber sonst beliebig klein wahlen konnen: 

r,— (5 

4 '"/“- ("2 - 1 ?) 

y 00 ' 

+ <*■ - 

2' 00 

— (a:, <; *«»), T^ — E)]d(o. 

Das erste Glied ist wegen (7), (15), (28) dem absoluten Betrage nach 
kleiner als: 

&qADW^ 


Tx — y 00 

In 7,7 baben wir geseben, daB: 

3 r dcoQ D 

2n J (1 + ^fi(0))i+“r2 (rr 

Wir scbbeBen bieraus, da = (a?/ — daB : 

3 r d(o D 

271 J (TT’w+^ (r+'^^>)“’ 

Da auBerdem ^/y — d < |/y ist, so sehen wir, daQ das erste Glied des 
Ausdruckes (30) kleiner als: 

Z2nfiAD^W^^ 

(1 + /3BW)“ 

ist. Der absolute Betrag des zweiten Gliedes in (30) genilgt derselben 
Ungleicbung. Im letzten Gliede von (30) ist der Faktor: 

tjt{x, t; *0), Tj — d) — txt{x, t] *(«), T^—e) 



(i + W+‘‘« + 


< 
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des Integranden eine im ganzen Integrationsbereiclie stetige und be- 
liebig oft stetig difEerenzierbare Fimktion aller darin vorkommenden 
Veranderlicben. Dieser Faktor konvergiert gegen Null gleichzeitig mit 
e — d. Eine nabere Betrachtung, die sebr einfach ist, die wir aber bier 
nicbt ausfubren wollen, zeigt, daB bei bebebigen das dritte 

Glied des Ausdrucks (30), bei festem y, gleichzeitig mit e — d ver- 
scbwindet. Wenn nun 6* eine bebebig kleine positive GroUe ist, so 
konnen wir y so klein wahlen, daB die Summe der absoluten Betrage 
der beiden ersten Gbeder in (30) kleiner als f 6* ausfaUt. Wir konnen 
dann a und d (0 < 6 fi < y) so klein wablen, daB das letzte Gbed 
in (30) dem absolutem Betrage nach 6 kleiner als ist. Wie klein 
aucb d* ist, wir konnen also a imd d (0 < 6 < e) so klein wahlen, daB 
der Ausdruck (29) dem absoluten Betrage nach kleiner als d* ist. 
Damit ist bewiesen, daB die GroBen welcbe durch die 

erste Gleichung (3) definiert werden, bei gegen bestimmte 

Grenzwerte konvergieren. 

Man beweist in ahnbcher Weise, indem man sicb diesmal auf die 
Ungleicbungen (8) stiitzt, daB die Ableitungen: 

^^2' (k, 1=1,2, 3) 


bei t gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren. 

Sowohl fiir die Geschwindigkeitskomponenten wie flir ihre Ab- 
leitungen nach Xj, ^ 2 , ajg kann man beweisen — die oben dargelegten 
Hilfsmittel reicben bierzu voUkommen aus — daB die Konvergenz 
gegen die Grenzwerte im ganzen Baume gleicbmaBig ist. Daraus folgt, 
daB die GroBen w* bei t ~ stetige und in bezug auf Xg, Xg ein- 
mal stetig difierenzierbare Funktionen sind und daB die Ableitimgen 

(Jigger Funktionen die Grenzwerte sind, gegen welcbe die 

Oxi 

GroBen bei t konvergieren. 


Aus der ersten Gleichung (3) folgt nun weiter wegen (7), (15) und 
(28), daB fiir t = Uj und ^^^^lUngleichungen von der in (2) an- 

0 Xj** 

gegebenen Form geniigen. Aus der zweiten Gleichung (3) folgt schbeB- 
bch, daB q fixr t = eine stetige Funktion von x^, Xg, Xj ist, welcbe 
einer Ungleicbung von der in (2) angegebenen Form geniigt. 

Unser Hauptsatz ist biermit bewiesen. Br sagt aus, daB die Sin- 
gularitaten, welcbe in der Bewegung einer zahen Fliissigkeit auftreten 
konnen, wesentbch Singularitaten der Wirbel sind. Wenn in einem 
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Momente die Bewegung einer zahen, den ganzen Baum erfiillenden 
Fliissigkeit anfhort regular zu sein, so heiBt das nach unserem Haupt- 
satze entweder, daB der Wirbelvektor irgendwo im Momente 
unendlich groB wird, oder daB die Wirbelbewegung sicb so ins Un- 
endliche ausgebreitet hat, daB, wie klein die positive GroBe a auch 
gewahlt wird, dock der groBte Wert der Funktion: 

(1 + Tot u I 

im Raume bei t-^T^ ins Unendliche wachst. 

tJber die Bedeutung unseres Hauptsatzes wollen wir an dieser Stelle 
folgendes sagen. Nach der klassischen Hydrodynamik, welche von vorn- 
herein die Zahigkeit vernachlassigt, konnen in einer Fliissigkeit niemals 
Wirbel entstehen. Andererseits muB auch diese Theorie, um mit den 
Tatsachen einigermaBen in Gbereinstimmung zu kommen, annehmen, 
daB Wirbel existieren. Meistens nimmt man an, daB der Wirbelvektor 
langs einzelner Wirbelfaden unendlich groB ist. Unser Hauptsatz er- 
offnet die Aussicht zu einer Theorie der Entstehung solcher Wirbelfaden. 

Auch von einem anderen Gesichtspunkte aus scheint es verlohnend, 
die Singularitaten in der Bewegung einer zahen Fliissigkeit einem naheren 
Studium zu unterwerfen. Wenn Singularitaten auftreten konnen, dann 
miissen wir ofEenbar zwei Arten von'Bewegungen einer zahen Fliissig- 
keit unterscheiden, die regularen Bewegungen, d. h. die Bewegungen 
ohne Singularitaten, und die irregularen Bewegungen, d. h. die Be- 
wegungen mit Singularitaten. Nun unterscheidet man andererseits in 
der Hydraulik zwei Arten von Bewegungen, die laminaren und die 
turbulenten Bewegungen. Es liegt nahe zu vermuten, daB die experi- 
mentellen „laminaren“ Bewegimgen mit den theoretischen „regularen“, 
die experimentellen „turbulenten“ Bewegungen mit den theoretischen 
„irregularen“ Bewegungen identisch sind. Ob diese Vermutung der 
Wahrheit entspricht, kann freilich erst durcli weitere Untersuchungen 
entschieden werden. 


§ 8. Einfachste Beispiele von Wirbelbewegungen 
in einer zS.hen Fliissigkeit. 

8i. Zirknlation am einen j^eradlinigen Wirbelfaden. 

Wir behandeln das folgende Problem. In einer Fliissigkeit, welche 
den ganzen Raum erfiillt, sei in einem gewissen Momente, etwa < = 0, 
Mg iiberall gleich Null. Ebenso sollen fiir < ~ 0 iiberall: 
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_ du^ du^ __ du2 - _ 

(J U/2 ^ ^ ^3 ^3 ^ ^ ^8 

gleicli Null sein. Dagegen soil: 

tL = ^“2 _ 

0 iCj 0 2^2 

im Innern des Zylinders ^ stetige und stetig 

difFerenzierbare nirgends verschwindende Funktion von R - 
sein. Ftir R^ a soil Wg = 0 sein. Die Bewegung der Fliissigkeit ist 
also im Anfangsmomente eine Helmholtzsche Wirbelbewegimg um einen 
zylindrischen Wirbel. Wir wollen untersucheii, welche Bewegung sicli 
aus diesem Anfangszustande entwickelt. 

Wir gehen bei unserer Untersuchung von Formel (31) S. 55 aus. 
Sie wurde aus dem System (5,30) abgeleitet. Wenu wir in (5,30): 

1.2) 

(J Xjc 

setzen, so geht dieses System in die vollstandigen hydrodynamischen 
Differentialgleichungen (jedoch ohne auBere Krafte) fiir den zweidimen- 
sionalen Fall iiber. Wir konnen aber dasselbe Ziel auch dadurcli er- 
reichen, daB wir: 

- V _ /. duA 

Xi M2M3, Xj, — 


setzen und gleichzeitig p durcli p j- ^ ^ crsetzen. Wir 

legen also unserer Untersuchung das folgende System zugrunde 
(dio = dx^dx^: 

0(T) T bit) 


-jdtj j (I u, + e I I- 

T Kit) 


J (“/«/), 


+ e 

hi ^ ^ ^ 


Xk — xt; 


( 0 ) 


ds , 


()2 0 

Oxjhxk ’ 


0 


-f 


A £•»* 1 ^ 

e — log 

(I ® r 


( 1 ) 


(7, *-1,2) 


Wir nehmen an, daB im Intervalle die GroBen und ihre 

Ableitungen den folgenden Ungleich ungen geniigen: 


6 * 
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u, 


P|. I?l 


du, \ ^ pv 

p 

OW > 0 . 


( 2 ) 


(1+ W 

Wir wenden das System (1) auf das Innere eines Kreises an, 
dessen Radius wir naclitraglich ins Unendliche wachsen lassen. Wegen 
(2) konvergieren die Kurvenintegrale in (1) dabei gegen Null und wir 
erhalten, indem wir T = 0 setzen: 

^fO> 

27iUi{P^^\ = J + jdt Jiuolik — Uitjjt)u^do) . (3) 


Hier ist: 


d^0 


hi ■“ 2 » h2 hi — ~ 


0 


020 


V2 dx^dx2* ()x{^ 

Die Gleicliung (3) laBt sich wesentlich vereinfachen. Partielle Inte- 
gration ergibt: 


-/( s.D y- 

» R<a ^ ^“0 

Wir haben ferner, wenn wir die Integration zunachst iiber ein end- 
liches Oebiet Q mit der Randkurve K ausdehnen: 


=-/ 1 i , (^“ 1 + 1 “ j + 




m 


Wegen der Kontinuitatsbedingung miissen wir verlangen, daB : 
dUi , 9^2 _ 

und in der Tat folgt diese Beziehung aus (3). Aus Symmetriegriinden 
ist ferner ersichtlich, daB die Partikel der Flussigkeit Kreise um die 
Xg-Achse beschreiben und daB auch fiir ^ > 0 nur von R abhangen 
kann. Wir haben folglich: 


Also: 


xyi^ + x^u^-Q, X2^^^ x^^^ 




Oug 
^ dx^ 


+ Wj 


dx. 


= 0 . 
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Das Bandintegral in (4) konvergiert gegen Null, wenn die Kurve K 
ins Unendliche wachst. Wir haben also: 




(jti — 0 


und finden in derselben Weise: 


j (^2^21 ^1^22) ^3^^ — ^ • 

00 

Wir erbalten also schlieBlich aus (3): 

R<a ^ 

2jif ( 

Ji<a 

u,(P«», ((»)) = J u,(x„ x^,0) (1 - 


4/itJ ^ 


(0)__ r 

1 --^dco 


R<a 


r — ]j{3 \ — + (sc, — , doi = dx^dx^ . 

Ftir die zngehorige Funktion q erhalt man (aus § 6, 32): 

« =4/^ (“'A- “'.iy 


( 6 ) 


Man sieht sofort, daB % und Ungleichungen von der Form (2) 
geniigen. Man bestatigt ferner ohne Schwierigkeit, daB q einer Un- 
gleichung von der in (2) angegebenen Form geniigt. 

Man erhalt aus (5) die Helmholtzschen Formeln, wenn man das Glied : 

i>r« 

e’ 

weglaBt. Dieses Glied verschwindet in der Tat, wenn fx gegen Null 
konvergiert. Die Helmholtzsche Theorie stellt also tatsachlich die 
Grenze dar, gegen welche die Bewegung bei ^ 0 konvergiert. Man 

sieht aber, daB in diesem Falle die Losung bei Beriicksichtigung der 
Zahigkeit nicht wesentUch komplizierter ist als bei Vemachlassigung 
der Zahigkeit. 

Betrachten wir einen Punkt in der Fliissigkeit, dessen Abstand 
vom anfanglichen Wirbel groB ist, so haben wir annahernd: 


r == R, 


r 


Wir erhalten mit dieser Naherung: 
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Mg (®„ X^, 0 =- + 2^ ^ (l — e 

ii2 ^ J„ -= f M3 (jci, ajj, 0) dw. 

R<a 


( 6 ) 


Jq ist das MaB der Intensitat des Wirbels bei < = 0. 

Man sieht aus den Formeln (6), daB die Geschwindigkeit, mit der 
die Partikel ihre kreisformigen Babnen um den anfanglichen Wirbel 
beschreiben, in einem gegen den Durchmesser des anfanglichen Wir- 
bels groBen Abstande gleich: 


2nR 


(. 


oR'\ 

e 


ist. Die Zeit, nach welcher diese Geschwindigkeit auf die Halftc ihres 
anfanglichen Wertes gesunken ist, wird aus der Gleichung: 


bestiramt. Sie ergibt sich zu: 

2,772 


Sucht man die Punkte zu bestimmen, fiir welche die Geschwindigkeit 
nach den Formeln (6) am groBten ist, so bekommt man die Gleichung: 

Der Abstand dieser Punkte vom Mittelpunkte des Wirbels ist also 
proportional. 

Der Betrag des Wirbelvektors im Abstande R von der Achse ist: 


zu 


i I 


() n.^ __ i ^ P *^0 : 
(ix^ dx2\ 


A (At 


Seinen groBten Wert hat dieser Vektor also stets im anfanglichen 
Wirbel oder wenigstens in der Umgebung desselben. 

Der qualitative Inhalt der Gleichungen (5) kann folgendermaBen 
zusammengefaBt werden : vom Zentrum des anfanglichen Wirbels breitet 
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sich in der Fliissigkeit eine Bewegung aus, deren Rotation uberall 
aiiBerhalb des anfanglichen Wirbels dasselbe Vorzeichen wie dieser 
hat, deren Geschwindigkeit aber der anfanglichen Geschwindigkeit ent- 
gegengesetzt ist. 

8 2. Zwei parallele, geradlinige Wirbel in eiiier zahen 

Fliissigkeit. 

Wir haben in dem oben behandelten, exakt losbaren Falle des ein- 
zelnen geradlinigen Wirbelfadens gesehen, daB die Helmholtzsche Theo- 
rie die Grenze bildet, gegen welche die Erscheinimgen bei -*• 0 kon- 
vergieren. In dem jetzt vorliegenden Problem gehen wir deshalb von 
der Helmholtzschen Theorie als einer ersten Naherung aus. Wir neh- 
men also in erster Naherung an, daB der Wirbelvektor auBerhalb 
von den beiden Wirbeln uberall verschwindet. Im Inneren eines Wirbel- 
fadens soil nur von der Entfernung von der Achse des Wirbel- 
fadens abhangen. Die beiden Wirbelachsen bewegen sich bei dieser 
Naherung in Kreisen um einen gemeinsamen Mittelpunkt oder, wenn 
die Intensitaten derselben entgegengesetzt gleich sind, langs zwei pa- 
ralleler Geraden. 

Um mm die Annaherung einen Schritt weiter zu treiben, fiihren 
wir in den Formeln (3) rechts fiir t/j, die Werte ^ 3 ^®^ 

ein, welche die Helmholtzsche Theorie fiir diese GroBen gibt. Die so 
crhaltenen Ausdriicke: 

■U, (PC'), <c.)) = J + 

” !<«• . (7) 

0 

geben uns die in z weiter Naherung giiltigen Werte der Geschwindig- 
keitskomponenten. 

Um die rechten Seiten der Gleichungen (7) zu vereinfachen, for- 
men wir zunachst das erste Glied rechts mittels der in 8 1 dar- 
gelegten Methode um. Wir erhalten: 




88 § 8. Einfachste Beispiele von Wirbelbewegungen 



WO die beiden Glieder rechts sich auf die Querschnitte der beiden 
Wirbelfaden beziehen. 

Wir betrachten dann das zweite Glied rechts in (7). Da WgC®) 
iiberall auBerhalb der Helmholtzchen Wirbelfaden verschwindet, so 
zerfallt dieses Glied in zwei Teile, welche den beiden Wirbelfaden ent- 
sprechen. hat nur in den beiden Wirbeln einen von Null ver- 

schiedenen Wert und hangt im Inneren eines Wirbels nur von der Ent- 
fernung von der Achse desselben ab. Wir bezeichnen die Koordinaten 
der Achse des ersten Wirbels mit Fiir den zweiten Wirbel 

bezeichnen wir die entsprechenden GroBen mit Xi^\ hangt 

also im ersten Wirbel nur von der GroBe: 


ab, im zweiten nur von der GroBe: 

(/(.'Cl — a:i(2))2 + (*2 — ajj' 


Wir haben ferner im ersten Wirbel nach dem Taylorschen Lehrsatze: 

Hier ist x^, ein von x^, abhangiger Punkt im Inneren des 
Wirbels. Wenn der Wirbel diinn ist und wenn die Ableitungen: 

duj 


dxu 


(h * = 1 , 2 ) 


im Inneren des Wirbels nicht dem absoluten Betrage nach sehr groBe 
Werte annehmen, so konnen wirmit geniigender Annaherung im ersten 


Wirbel: 


fj ^ .( 1 ) 

•<'2> 0 = 0 = 


setzen. Unter entsprechenden Voraussetzungen haben wir im zweiten 
Wirbel annahemd: , ^2 

M/0)(a!i, Xj, 0= • 


Wir betrachten jetzt den vom ersten Wirbel herruhrenden Teil des 
Ausdruckes: 
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fto) 


Er hat nach dem Obigen atmahemd den Wert: 


2,H(£ 

n 1 


8^0 . d^0dxJ^A. 


d iCg dt 


+ 


0 1 

Wir betrachten den Ausdruck: 

d fdO 
dt 


dx^ dt 


) « 3 («)dco. 


( 10 ) 


(11) 




wo bei der Dijfferentiation und X2 konstant gehalten werden sollen 
und wo i angenommen wird. Wir erhalten: 




6x2 dt 


8x2 dt 


d^0 ^ 

-/7 


'jldx^dt ^ dx^Vdxi dt dx^ dt)\ 

d*0- dXjO) d*0rf.r,O)| 

•a!j docg d.Tj3 d< 1 


=/i 


^20 

dx2dt ' dajt 


Der Ausdruck ( 40 ) kann mit Hilfe dieses Ergebnisses in der Form: 
<«» <*•> 




d^0 


geschrieben werden. Ausfuhrung der Integration im ersten Gliede und 
Einsetzen des Wertes von 0 : 


0 


01 

4 


da 

a ® r 


ergibt: 




+ 


+ 


8 nfj, 


liOi 

Hi 


. X «1'.— 

*^9. A .. /ttn •\ — , 




Einen abnlicben Beitrag erhalten wir vom zweiten Wirbelfaden. Wir 
haben also, annahemd: 
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-^I(~^ + ( 12 ) 

14-9 ‘ 14-9 a • U 


/C - MgWrfo). 

8 7r/ij/ J — <) ® 


Die Formel (7) ergibt jetzt, wcgen (8), (9), (12): 

Mj (/'(«), «»)) = 


■lf(“' 


flo)- 


1 r/.r.om 




XjW — ,(2 4 /,(!“' 0 , , 

(<(«). 


^<01 

0 J 


„ e rfoj. 


Wir erhalten in iihnlicher Weise, in derselben Annaherung: 
>f2(P(o\ <(0)) -- 

1 2 

f(0) 

0 Tj* - •'’i - fo^ j 

te,..;*; («">-<)• 


(<(») - <)“* 


UjW dw — (14) 


u 2 

Wenii wir in den Gleichnngen (13), (14) den Grenziibergang fi-^o aus- 
fiihren, so konvergieren in beiden Gleichnngen die beiden letzten Glieder 
rechts gegen Null, wie man sofort sieht, wenn man statt aug durcli 
die Substutionen 

^2 - = ^2 0 

neue Veranderliche, fj, Ig einfuhrt. Die so erhaltenen, im Grenzfalle 
jj, = 0 giiltigen Formeln: 
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<(»)) 


M2(P(«), <<«)) 




" 


stimmen mit der Helmholtzschen Theorie iiberein. 

Lassen wir einen Wirbelfaden, etwa den zweiten, sich unbegrenzt 
vom Anfangspunkte und von dem ersten Wirbelfaden entfernen, so 
geht der EinfluB jenes Wirbelfadens nach^Null und wir kommen zu 
der in § 8 1 dargelegten exakten Theorie eines einzelnen Wirbelfadens 
zuriick. 

Nach der Helmholtzschen Theorie bleibt die Entfernung zwischen 
den beiden Wirbeln stets dieselbe. Wir benutzen die Formeln (13), (14) 
zu einer qualitativen Untersuchung dariiber, wie die Zahigkeit dieses 
Gesetz beeinfluBt. Wir untersuchen zu diesem Zweck, wie die Be- 
wegung desjenigen Teiles der Fliissigkeit, der in einem gewissen Mo- 
ment sich gerade dort befindet, wo nach der Helmholtzschen Theorie 
ein Wirbel sein soil, von der Bewegtmg abweicht, welche jener Wirbel 
nach Helmholtz haben soli. Wir haben gesehen, daB die zwei ersten 
Glieder rechts in unseren Formeln (13) und (14) mit den von Helm- 
holtz gefundenen iibereinstimmen. Die Abweichung riihrt also von den 
zwei letzten Gliedern her. Betrachten wir jetzt z. B. den ersten Wirbel- 
faden, so ist klar, daB die Integrale, welche von diesem ersten Wirbel- 
faden herriihren, im allgemeinen die von dem zweiten Wirbelfaden 
herriihrenden iiberwiegen miissen. Der Inhalt jener Integrale kann 
folgendermaBen ausgedriickt werden: von jedem Punkt der vora 
Wirbel zuriickgelegten Bahn breitet sich eine Bewegung aus, deren 
Rotation auBerhalb der nachsten Umgebung des Punktes dasselbe 
Vorzeichen wie der Wirbel selbst hat, deren Geschwindigkeit aber der- 
jenigen entgegengesetzt ist, welche nach Helmholtz vom Wirbel selbst 
in dem Momente hervorgerufen wurde, wo er sich im betrachteten 
Punkt der Bahn befand. Die Geschwindigkeit jener Bewegung nimmt, 
wenn fx klein ist, mit wachsender Entfernung vom Mittelpunkte schnell 
ab. Ebenso nimmt sie schnell mit wachsendem t ab. Es folgt hier- 
aus, daB der Teil der Fliissigkeit, der in einem gewissen Momente 
sich gerade im Helmholtzschen Wirbel befindet, sich von diesem in 
der Bichtung entfernen muB, in der sich die Fliissigkeit hinter dem 
Helmholtzschen Wirbel bewegt. Wenn man auf dieselbe Weise die von 
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dem zweiten Wiibelfaden herruhienden Integiale untersucht, so findet 
man, daB die Fliiss^keit Itinter dem Helmholtzschen Wirbel zuriick- 
bleiben muB. Den ersten Teil vmseres Besultates konnen wir im fol- 
genden Satze zusammenfassen: 

Die Teilcben, welcbe sicb in den Wirbeln befinden, be- 
wegen sich so, als wenn die beiden Wirbel durch Vermitte- 
lung der Fltissigkeit eine Kraft aufeinander ausiibten, ab- 
stoBend, wenn die Wirbel gleicbnamig sind, anziebend, wenn 
sie ungleicbnamig sind. 



Zweiter Teil. 

Dio Rraiidwertaufgabeii. 




Einleitung. 

Mit Hilfe der im ersten Teile entwickelten Formeln ist es mdglich, 
die Bewegung einer zahen unzusammendruckbaren Fliissigkeit zu be- 
rechnen, wenn man annebmen darf, dab diese Fliissigkeit den ganzen 
Ranm ausfiillt und in imendlicher Feme ruht, und wenn entweder die 
Bewegung stationar, d. b. von der Zeit unabbangig ist oder aucb in 
einem bestimmten Momente, etwa fiir < = 0, bekannt ist. Jene Pro- 
bleme sind aber nicbt diejenigen, zu welcben die wirklicbe Bewegung 
einer zaben Fliissigkeit Anlali gibt. Diese Probleme baben einen anderen 
Cbarakter. Eine wirklicbe Fliissigkeit bat stets eine Begrenzung, die 
iibrigens aus einer oder mebreren, festen oder bewegten Grenzflacben 
besteben kann. Wir nebmen an, dali die Fliissigkeit an diesen Grenz- 
flacben baftet, so dafl die Bewegung der Grenzflacben die Bewegung 
der auBersten Scbicbten der Fliissigkeit bestimmt. Wir bezeicbnen mit 
Uj(j = 1, 2, 3) die Komponenten der Gescbwindigkeit eines Punktes 
einer Grenzflacbe. Das matbematiscbe Problem, zu welcbem die 
wirklicbe Bewegung einer zaben Fliissigkeit AnlaB gibt, be- 
stebt dann darin, eine Losung der bydrodynamiscben Glei- 
cbungen I, II oder III zu finden, welcbe an den Grenzflacben 
den Bedingungen Uj= Uj{j = 1, 2, 3) geniigt. Wenn die Bewegung 
nicbt stationar ist, kommt nocb die Bedingung binzu, dafi in einem 
gewissen Momente, etwa fiir t = 0, die GroBen in dem von der 
Fliissigkeit erfiillten Bereicbe bestimmte, vorgescbriebene Werte an- 
nebmen soUen. Jene Werte miissen jedocb der Kontinuitatsbedingung 
geniigen. Die Metbode zur Losung dieses Problems, die wir zur Zeit 
besitzen, ist wieder die Metbode der sukzessiven Annaberungen. Sie 
erfordert in erster Linie die Losung des linearen Problems, das man 
durcb Weglassen der quadratiscben Gbeder erbalt. So werden wir zu 
den Problemen gefiibrt, die man die bydrodynamiscben Rand- 
wertaufgaben nennen kann. Wir werden uns im folgenden mit 
speziellen Fallen bescbaftigen, in denen man die bydrodynamiscbe 
Randwertaufgabe exakt oder annabemd losen konnte. Zwar gibt es 
aucb allgemeine matbematiscbe Untersucbimgen iiber die bydrodyna- 
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mischen Eandwertaufgaben. Sie sind aber noch nicht so weit gefordert, 
daB sie Bedeutung fur die Hydrodynamik gewonnen batten. Wir gehen 
desbalb bier nicbt auf diese allgemeinen matbematiscben Probleme ein. 
Im ersten Kapitel bebandebi wir einige Falle, in denen es gelungen 
ist, eine exakte Losung der bydrodynamiscben Eandwertaufgabe zu 
finden. Im zweiten Kapitel bescbaftigen wir uns mit dem linearen 
System, welcbes aus II» (oder IP) durcb Vernacblassigung der qua- 
dratiscben Glieder bervorgebt, und geben angenaberte Losungen einiger 
spezieller Falle der diesem System entsprecbenden Eandwertaufgabe. 
Im dritten Kapitel bebandeln wir in abnbcber Weise die Eandwert- 
aufgabe des Systems III* (oder IIP). 

Es ist aus dem oben Gesagten ersicbtlicb, daB die Eandwerte, welcbe 
in den bydrodynamiscben Problemen vorkommen, im allgemeinen in 
sebr einfacber Weise von den Koordinaten der Punkte der Grenzflacbe 
abbwgen. Trotzdem muB man, um die Metbode der sukzessiven An- 
nabenmgen anwenden zu konnen, bei den linearen Systemen, welcbe 
wir bier zu bebandeln baben, Eandwerte allgemeinster Art betracbten. 



I. 

Exakte LSsnngen hydrodynaniischer Randwert- 

aufgaben. 


§ 9. Die Stokesschen Gleichungen. 


9 !• Eine KugeL Randwertaufgabe fiir das innere Problem. 

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, dafi die Bewegung der 
Fliissigkeit stationar ist. In den Gleichungen 11“ (oder IIJ^) vernacli- 
lassigen wir die quadratischen Glieder und setzen auJJerdem Xj = 0. 
Wir werden so zu dem System: 


fiAuj’ 


dp 

dxi 


— ^ — 


duf 
dxj 


dui ^ du^ 


+ 


dUn 


dx^ dx 2 dx. 


= 0 


( 1 ) 


gefiihrt. 

Wir unterscheiden zwei Falle. Bei dem inneren hydrodynamischen 
Problem betrachtet man eine Fliissigkeit, die sich im Inneren einer ge- 
schlossenen Flache befindet und deren Geschwindigkeit an dieser Flache 
bekannt ist. Bei dem auBeren hydrodynamischen Problem betrachtet 
man eine Fliissigkeit, welche den ganzen Baum auBerhalb einer geschlos- 
senen Flache erfiillt. In diesem Falle muB man die Geschwindigkeit 
sowohl an der inneren Grenzflache wie in unendlicher Feme kennen. 

Wir losen in diesem Paragraphen die innere und die auBere hydro- 
dynamische Randwertaufgabe der Gleichungen (1) fiir eine Kugel. Wir 
betrachten zuerst das innere Problem. Die Randbedingungen sind in 
diesem Fall: Uj= Uj{j = 1, 2, 3) an der Oberflache der Kugel. Die 
GroBen Uj miissen wegen der Kontinuitatsbedingung (1, 2) S. 4 der 
Beziehung: . 

J UjTijdS — 0 


geniigen, wo die Integration liber die Oberflache der Kugel erstreckt 
wird und wo, wie iiblich, w/ die Richtimgscosinusse der nach auBen 
gezogenen Normalen dieser Flache sind. 


*7 Oseen, Hydrod^^namik 
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Wir haben im dritten Paragraphen S. 27 folgendes gesehen. 
Wenn man einen Tensor Tit und einen Vektor P* finden kann, die an 
einer geschlossenen Flache S den Bedingungen Tit — 0 geniigen, im 
Innem derselben Flache iiberall mit Ausnahme eines Punktes 
regular sind und den Differentialgleichungen: 




OTi 


jk 


dxj 


= 0 


( 2 ) 


geniigen, endlich sich in der Umgebung des Punktes bis auf 
regulare Glieder, wie der Tensor tjk und der Vektor fjc'. 


^it , (a:/ — — a;/o>) 
r 73 




verhalten, dann gilt fiir jede innerhalb derselben Flache regulare 
Losung des Systemes (1): 




Um unsere Aufgabe zu losen, bestimmen wir eine Losung zy*, 
des Systems (2), die innerhalb von S regular ist und an S den Be- 
dingungen: r^k=tjjc geniigt; dann hat T^jt=r. r^k^ Pk=^Pk — ^k 
die verlangten Eigenschaften. 

Fiir eine Kugel kann man mit einfachen Mitteln die GroBen tjk 
und 7tk herstellen. Wir wenden dazu das Spiegelungsverfahren an, 
durch welches W. Thomson das elektrostatische Problem der Kugel 
loste. Wir legen den Anfangspunkt des Bezugssystems in den Mittel- 
punkt unserer Kugel, bezeichnen mit a den Radius derselben und setzen : 


3,^(0)2^/J(0)2^ P^O, 


Durch die Formeln: 


r.(0)— — -- t 


PW>0. 


definieren wir dann das Spiegelbild P^®' des Punktes P^®^(= 

Wir setzen ferner: 

i/o)2_^(0)2^ = P(®>^0, r^O. 

Um nun t/* und % zu berechnen, verzichten wir zunachst auf die Er- 
fiillung der Kontinuitatsbedingung (2 b) und stellen uns die Aufgabe, 
einen Tensor und einen Vektor nt* zu berechnen, die iiberall, 
auBer im Punkte P(®>, regular sind und die Differentialgleichungen: 




dnt* 

dxj 


= 0 


(4) 
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Tjjc* = - + hj ^ + c* 


befriedigen und die an der Kugel R = a den Bedingungen 
geniigen. Wir versuchen diese vorbereitende Aufgabe durch den Ansatz : 

A 1 ^ ^ 1 ^ 

dxt r 

* o 

dxi r 

zu losen, wo Cji, dj^ und e Konstanten sind. Dieser Ansatz 

erfullt, wie sofort ersichtlich ist, die Bedingung, daB t/** und p** iiber- 
all mit Ausnahme des Punktes PW regular sind. Wir haben ferner: 

1 djtt* 

_ 


d* 

fl 2 = P *= 


dxfdx„ r 


dxj 


Wenn wir die Konstanten so bestimmen konnen, daB an der Kugel 
R = a noch r^k— k ==^ 1,2, 3) wird, so ist unsere vorbereitende 
Aufgabe gelost. Nun ist fiir R == a: 

r® = V - + S/«)* == a* (l - , 


also: 

und ferner: 


r = 


ar 




X)XP= J (a2 + P<«)*)-4r‘ 


= ^( 


1 + 

^ Rm) 


1-0 


2 ' 2 
Wir erhalten mit Hilfe dieser Beziehungen fiir i? = a: 

d 1 1 — a*) 


xi 


,( 0 ). 


da;/ r 


F 


und folglich: 

‘*' 7 ** = ~~r + ^jk + ^^jk) 

a 


1 

J?(0)3 

r 



2r 


exjXk- 


— (ea;/®) — — Ck)x^ + exf^^xj^ 


Die Forderung: 

-Cjic -hk — — '^ 

fiir R = a ergibt jetzt: 

+ djje + edjjc) = djj^. 


( 0 ) _ hjXk^^^ — Okxp^ + 

1 

F’ 


+ (1 J?( 0 ) 2 ) } ji 

**<")) 


»(0)3 

-A 3 -(ex/o). 

P(0)3 


hj) = X/ 


<«). 


i 2 ( 0 )s 

e = 1 

o® 

R(«)3 

— 3 - (ex*(®) — c*) = x*<®), 


^|ex/®)x*W— 6;X*<®>— c» x,(®) + o® — ^^3a)<^/»}=a:/®)x*(®>. 
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Wir erhalten schliefilich: 


a I \ — a2 ^ 

5<®> 1 ^ ) iJ(o)a® 


und damit: 


^‘5y* + 


Rm — o2 

. l! ™r/0)^,(0) p 

R(f>)a3 e 

o® {xj — i/®)) (a;* — i*®)) 


jR(0)2 ^2 I J.^(0) 2;^! 




[a:/®>(a:t — a;*<®') + 


+ i»(«)(a:,-i/o))]_ 




2/10® d 1 

- iJ(0)3 92-^ j: • (®) 

Wir setzen jetzt, um unser anfangliches Problem zu losen: 

T/* = Tyt* + (/?2-a®)|^. (7) 

80 daB also das Zusatzglied fiir R = a also auf der Kugel verschwindet. 

Die Funktionen 9 ?* sollen Losungen der Laplaceschen Differential- 
gleichung sein, die im Innern der Kugel J? = a regular sind. Wir 
haben unter dieser Voraussetzung in demselben Bereich: 


Axtjk^ 


Wenn wir: 


- . dq?jc 2a^ d I 


71)1= 2 [i {^ic 4- 2a:f — 


a® d V 


‘da:, 

setzen, so sind dann rjk, tcjc innerhalb der Kugel R = a regular und ge- 
niigen den Differentialgleichungen (4). — Wir bestimmen schlieBlich 
die Potentialfunktionen q)je so, daB die Kontinuitatsbedingung erfiillt 
wird. Wir haben: 

dxft dtf,* 

dxj dxj ^ dxj' 

dxi,* _ d 1 

dxf R<f>y^ I ” r® o ^ dxi T 






- V 


a 
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Da: 

dxt r dxi r r ' ' ^ ' dxj r 


2(a:t— x*W) 






so konnen wir unseren Ausdruck fiir auch in der Form: 

OXj 


- a? 


Rm 


^^x,-x,<fi) , 3a;*(0) , 3x/«)^ d 1 , 

30 ^5 1 - — + 

r** or a oxf r 


() Xu — Xi<®) 2x*(“> 


n>LW”m\ 


schreiben. In der Kontinnitatsbedingung: 

dq>t 


dtjt 

dxj 


Oder 


=■ 


1 dxiu* 

2 dxj 


haben auf der rechten Seite einige Glieder unmittelbar die Gestalt 
Xy ^ ~ ; diese geben fiir q)jc den Beitrag: 

i?(«)2-o2(3x»W , o(x*-x/»)) , 2x*0»_,„ d 1 


2/Z(0)« I of 


^ + 


+ 


X/ 


dxi r 


welcher der Laplaceschen Gleichung gentigt. 

Um die noch iibrigen Glieder von fu zu bestimmen, miissen wir 
eine fiir R a regulare Lbsung tpu der Differentialgleichung; 

dy)k — 

x/ -TT - = + a — -i — 

OXj r 

suchen, welche auBerdem der Laplaceschen Gleichung = 0 ge- 
niigt. Dies geschieht ohne Schwierigkeit. Wir fiihren statt x^, x^^ x^ 
Polarkoordinaten ein und driicken also x^, x^, x^ durch R und zwei 
Winkel aus. Die linke Seite unserer Differentialgleichung bekommt 
dadurch die Form: ^ 


R 


dR 


Die rechte Seite konnen wir in eine nach steigenden Potenzen der GroBe 
RjR^^^ fortlaufende Keihe entwickeln. Da die rechte Seite fiir alle 
eine Losung der Laplaceschen Gleichung Ax^p — ^ ist, so wird jedes 
Glied der Reihe ebenfalls eine Losung der Laplaceschen Gleichung 
sein. Da femer, wie man leicht verifiziert, die rechte Seite fiir 22 = 0 
verschwindet, wird die Reihe kein konstantes Glied enthalten. Nicht 
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nur die reclite Seite selbst, sondem aucli die mit R dividierte rechte 
Seite laBt sich also in eine Potenzreihe nach i2/^ ftntwickeln. Wenn 
wir diese Reihe in bezugauf R zwischenO und R gliedweise integrieren, 
so bekommen wir eine neue Reihe, deren Glieder sich nur durch kon- 
stante Faktoren von den entsprechenden Gliedern der Entwicklung 
der rechten Seite selbst unterscheiden. Sie sind also ebenfalls Losungen 
der Laplaceschen Gleichung. Die Summe dieser Glieder ist y*. Es ist 
indessen nicht notwendig, xpk durch eine Potenzreihe darzustellen. Es 
gibt einen ziemlich einfachen, geschlossenen Ausdruck fiir y*. Wir 
setzen: = RRf^^^ cos wo also # der Winkel zwischen den Vek- 

toren Xj und ist, und haben dann unter Benutzung der Formeln 
S. 98: 

a^{Xk— _ a:/®) 'l i _ 

= ^ - 2 Rm cos^) + • 

Also: 


dipt 


Xt(f>\R — 2m cos d) 


■ + 


a‘xt 


dR {R^ - 2 Rm cos d+R(^^y^y/‘ R(R^-2Rmcosd + R(»y^y/t 

und: 


Vk 


J (R^- 


(R - 2 R<f» cos -&)dR 


(R^ — 2 Rm cos ■» + 


- + 


+ 


r 

^ J (R^- 


dR 


2Rmuos& my^) 


= lU 

?(0)2)V. \flC0) r j 


R — cos + r cos ^ 
jRB(0)2 sin^# • r 


(a^Xjc — • Xj x/®>). 


( 9 ) 


Wir haben also: 


9>» = 


ipo)2 _ o 2,3 3.^(0) a(a:t-i*(«>) 

2i?«)*'1 o? P 

i2(0)2_o2|3a;j(0) a{xt-xyf>y) 

2fi(®)» ^am'^ ^ 


i,(®) 


2 %.(®> 
a 

2^(0) _ 
a 


a 1 , 3 


-t- 


*/®)-|- 4 + 

dxj r 


+ 


3 R — R(”^ cos a + r cos a 


(a*Xt — a:*^®) • x/ i/®)) | • 


(10) 


Dutch die Gleichungen (5) — (8) S. 100 und (10) sind die GroBen 
und Ji* bestinunt. Wit setzen jetzt: 
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rj, , (a:/ — *»<“)) _ 

■« jk = hi: — T;t = — H p T;t, 


Pk==Pk — 7tit = 2fl ~ --3 TTfc. 


Die Formel (3) ergibt uns dann den Wert von Uk in einem beliebigen 
Punkt innerhalb der Kugel. 

Um zur vollstandigen Losung unseres Problems zu gelangen, miissen 
wir noch eine Formel fiir p ableiten. Da p durch die DifEerentialglei- 
chungen und Randbedingungen nur bis auf eine additive Konstante 
bestimmt ist, so suchen wir die DifEerenz — p(0) zu berechnen, 

wobei wir unter 0 den Mittelpunkt der Kugel verstehen. Wir gehen 
von der Formel (3, 17) S. 28 aus und bezeichnen mit v/, p eine inner- 
halb der Kugel R = a regulare Losimg der Stokesschen Gleichungen: 


. dp dvj 


welche an der Kugel R — a den Bedingungen : Vj = 
Wir haben nach (3, 2) S. 22 : 


( 11 ) 



geniigt. 


dn - 


R^a 


und folglich nach (3, 17), wenn wir ^ — Vj — Vj setzen; 

^(PW) -p(0)^-~J Uj {f, + pn,) dS. (12) 


Die Schwierigkeit besteht also nur in der Bestimmung der GroBen 
Vj und p. Wir gehen, um diese Aufgabe zu losen, in ahnlicher Weise 
wie oben hervor. Wir setzen: 


Vj = Vj* + (P* — o*) , p=p* + 2fi + 2xt (13) 

Hier sollvy*, p* eine innerhalb der Kugel regulare Losung desSystemes: 


fiA Vj* 


f- = 0 

OXj 


sein, welche an der Kugel den Bedingungen Vj* = 

(p soil eine im Innern der Kugel regulare Losung 
Gleichung sein. — Um Vj*, p* zu bestimmen, gehen 
sache aus, daB auf der Kugel R — a: 


(i-i)ge«ugt. 

der Laplaceschen 
wir von der Tat- 
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1 _ a 


ist. Wir differenzieren diese Gleichung nach a:/®) und erhalten fiir R = a: 


d 1 


dxj r 


d 1 


a a:/ 


,( 0 ) 


a d 1 


da:/®^ r 


a xf 


m 


ij(0)3 r 
Wir setzen jetzt: 


£:(0>3f ^( 0 ) aa:/®) da:* r 

o® d 1 2 d 1 

dxi r am ^ da;* r ■ 


a I ^ ^ ^ 




S/o> 


da:* r 


I 4.^ 

- ■*■ n 3» 


und haben dann: 


p* = 0, 

zl t?/* = 0 = 


(14) 

(15) 


dp* 

dxi 


innerhalb der Kugel R = a, und an der Kugel: Vj* = —i)- 

0 Xj \ T Jti / 

Zur Bestimmung der Fotentialfunktion (p erhalten wir die Gleichung: 
d(p 


. _ _ 1 dV 

dxj 2 dxj 


1 _ 
2ai2(®”) 


d 1 


a:/®) f - 4 + 

^ da:^ r ^ dxjdxjc r 




2o® 2a VfiWr 


Sie ergibt: 


_ 1 (3 

2a/^onr 


J + 2i.»>Al+3^). 


( 16 ) 


y) ist bier eine innerhalb der Kugel R = a regulare Losung der La- 
placeschen Gleichung, welche aufierdem der Gleichung: 

dxj r r Rio) 

geniigen muB. Aus dieser Gleichung konnen wir y) in der oben ausein- 
andergesetzten Weise entweder durch Eeihenentwicklung der rechten 
Seite Oder durch direkte Integration berechnen. Wir setzen wieder: 

Xj iyW = i?B(0) cos 

und haben dann: 

T (cos ») , 

0 *' 

wo die P^^'> die Kugelfunktionen sind und also P<®)= 1 ist. Wir er- 
halten so: 
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W == ^ P^">(C08^) " 
ft 




i2(0)n-f 1 


Durch direkte Integration erhalten wir dagegen: 


^ j W 72(0)/ R 


1 , r + — Pcos^ 

— log — -~ 

P(o) ^ 2R(®> 


Wir haben also schlieBlich 


»(0)\r * -j- - 


2am 


dxk r 


J- log 

m 


r + — Rcosd\ 

/ ’ 


(17) 


Die Formein (12)— (17) vermitteln die Bestimmung von p(P(®>) —p{0). 


9 2. Zusammenstellnng der Formein fiir das innere Problem 

der Kngel. 

Wir fassen tmsere bis jetzt gewonnenen Ergebnisse in dem folgen- 
den Satze zusammen: 

Um eine innerhalb einer Kugel: 

R—’^x^ = = a 

regulare Losung der Stokesschen Gleichungen: 

zu konstruieren, welche auf der Kugel den Kandbedingungen Uj — Vj 
geniigt, wo Vj vorgeschriebene Funktionen auf der Oberflache der 
Kugel sind, bildet man die Funktionen: 

rp , {Xf — O X 

— + - ^ 

a® {xf — 5/°^) (xt — i»^®^) — a® i i/®) ic*^®) 

“.^0)3 m r~o®f 

— ~ **^*’^^ ~ 

_ A il - («» - «■) . 

a® OXi ri Oxj 


Pk = ip 


Xt — XjW 

^ r® 


^0)3 


a® X*— 




— 2/a 



dx,r 
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1 , o (*» — 2ari(®) _ d 1 

»’• -iS«5 I + - >» — + ^*'“’9^T + 


y _ 9 /I 1\ a a!/®> o® 9 1 
'^*~dxt \r~W~ ~T ~W^dxil^ 




i = 2/x ■ 


2afl(®)lr 


|■ + 2^*(®)^4■ 


dxt r /j(o) 


3 , r + 5(®> — iZcos 9 
— log 


i2(0)=(^,(0)2^ x/0), 


-®/«), 22(®)=:j/i/®)2, 


r—^{xf — a:/®>)®, r = y^ — x/®)®, cos9 = ^^^--‘ 
Dann geben die Formeln: 

^ /? = a 

p (/>«») - p (0) _ - /p, (p '*J J + p-«,) is . 


wo P<®> der Punkt X 3 <®> und 0 der Mittelpunkt der Kugel 

ist, die Losung des Problems. 


9 8. Eine Kugel. Randwertaufgabe fiir das aufiere Problem. 

Wir wenden uns zum auBeren Probleme, also zu der Aufgabe, eine 
Losung des Systems (1) zu finden, die auBerhalb der Kugel R— a 
regular ist und an dieser Kugel der Bedingung W; = Uj{j = 1, 2, 3) 
geniigt. Eine solche Losung ist nur dann eindeutig bestimmt, wenn 
ihr Verhalten in unendlicher Feme vorgeschrieben ist. Wir schreiben 

vor, daB die GroBen R\uj\, , R^\p\{jyk = 1, 2, 3) fiir /? > a 

eine endliche obere Grenze haben sollen. Man sieht leicht, daB diese 
Bedingung nebst der Grenzbedingung = Uj fiir P = a geniigt, um 
eine fiir R = a regulare Losung des Systems (1) eindeutig festzulegen. 
Die Formel (3, 17) gibt in unserem Falle, wenn wir auch jetzt die 
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Normale der Kugel a nach auBen ziehen und wenn der Punkt 
P(o) (mit den Koordinaten jetzt auBerhalb der Kugel liegt: 

^ R^a 


Tiki Pk soil hier eine Losung des Systems (2) sein, die sich in der Um- 
gebung des Punktes wie die oben eingefuhrte Losung tfk, Pk ver- 
halt, fiir R = a den Bedingungen r,*=o geniigt und ferner der Be- 


dingung geniigt, daB die GroBen R\Tik\t R^ 


dTj, 

dxi 


R^\Pk\{3i 


1, 2, 3) fiir R > 2R^^^ eine vom Punkte unabhangige, obere Grenze 
haben. Um Ti, und Pjc zu bestimmen, benutzen wir dieselbe Methode 
wie beiminneren Problem. Wir setzenwieder T/^t, Pk = Pk — Pk- 

Fiir Tijt und pk machen wir wieder die Ansatze (7) und (8). hat 
dieselbe Bedeutung wie oben. Fiir (pk erhalten wir wieder den ersten, 
in Formel (10) angegebenen Ausdruck. y)k soil jedoch eine andere Be- 
deutung haben. Zur Bestimmung dieser Funktion erhalten wir die- 
selben Gleichungen wie friiher: 


Ay)k=0, Xi ^ 


d y^ _ Xk^^^ . 2 . 

dXi r r® 


Wir miissen aber jetzt eine fiir P > a regulare Losung dieser Gleichuiig 
suchen. Um y)k zu bestimmen, geniigt es, eine fiir R > a regulare 
Losung der Gleichungen: 


Zl ^ = 0 , 


dxj 


1 

r 


(19) 


zu bestimmen. Man erhalt sie entweder durch Reihenentwicklung von 
1/r nach Potenzen von 1/P oder durch direkte Integration. Das Er- 
gebnis ist: 


Xp — — (cOS^) 


^0)n r+P c08 i»~P (®) ^ 

(n + 1)P"+^ ” p( 0 ) P(1 + cosi>) 

_ 1 PWr+3x/®>-^P(®)2 

- jRC®) + x/iyCO) 


Wir haben dann: 

rm . . a2 a , P(®>r+a:^i/«>-P(®)2 

* V'-r ^^^(0) ^0)5 a:/®' ® PP(®)+ xyi/®) 


(20) 


( 21 ) 


Man bestatigt durch elementare Rechnungen, daB die hiermit erhal- 
tenen GroBen Tjk, Pk den oben angegebenen Bedingungen geniigen. 
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Aus unserer Voraussetzung, daB |p | flir R > a eine obere Grenze 
hat, folgt, daB p in unendlicher Feme verschwindet. Unter diesen Um- 
standen ist es moglich, den Wert von p in einem beliebigen PunkteP^®> 
auBerhalb der Kngel durch die Werte Vj, welche die GroBen Uj auf 
der Kngel annehmen, anszudriicken. Wir haben: 


Hier ist: 




( 22 ) 




d 1 
dxj r 


Vj und p ist eine fur R> a regulare Losung des Systems (11), welche 
fiir R = a der Bedingung = 0 geniigt. Wir machen fiir Vj und p 
wieder den Ansatz (13), setzen aber jetzt: 


xl 




d 1 


72(0)3 i?" + ^(0)3 J 




p* = 0. 


Fiir q) erhalten wir wieder den Ausdruck (16). y) muB aber jetzt den 
Gleichungen (19) geniigen. Fiir ip konnen wir also den Ausdruck (20) 
benutzen. 


9 4. Zusainmenstellung der Formeln fiir das aufiere Problem 

der KugeK 

Um eine auBerhalb einer Kugel: 

R=]l^ = -f + X32 = a 
regulare Losung der Stokesschen Gleichungen: 

I2“" 

zu konstruieren, welche in unendlicher Feme der Bedingung Uj -> 0, 
p -► 0 und aufj der Kugel der Bedingung Uj— Uj{j = 1, 2, 3) geniigt, 
wo Vj vorgeschriebene Funktionen auf der Oberflache der Kugel sind, 
bildet man die Funktionen: 


m ^ik . {Xi—Xf«»)(Xt—Xi(f») 
^ik=~^ + - ^ 

J?(«)2-o2f5/o)j^(0) a 


a 

‘~mr 


__ X 

rm - OjJc J^oy^ 


O® {Xj— — 




R(o) 


r 


• 
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Xt— 

p 




_ _ — o® j SajjW I o(Xi — a:/®^) , 2a:t(®) 

“ 2P<®)3 l“or ■* P 

3a a P(®)r + ay5/®) — jB(®)21 

PP(®)+a;yi/«' j’ 


i,(®> 


Ai + 

dxj r 


y-2^(v+2x.|i); 


?> = 


_i_(l 

2aiy®)lr 


+ 2Si(®) 


a 1 , 3 , P(®>r + a:/5/®>— P<®>*\ 

— log ; 

dx^r RW » PP(o^+ a:,i,W / 


JJ(0) ^ ,/^0)2 , i^XO) == ^^(0) , R^O) ^ y|^(0)2 ^ 

r = |/(aj^ — , T — i{xj — . 


Dann geben die Formeln: 

^ R^a 

R^a 

WO P(®) der Punkt ist und wo die Normale der Kugel 

(von der Lange 1): Wg, nach auBen gezogen wird, die L5sung des 

Problems. 

Die beiden Probleme der Kugel konnen auch mit Hilfe von Reihen- 
entwicklungen gelost werden. Solche Reihen wurden von Lamb unter- 
sucht. 


9 5. Die Stokessche Widerstandsformel. 

Wenn wir in Formel (18) S. 107 die GroBen Vj konstant annehmen, 
erhalten wir die Losung des Stokesschen Problems, eine fiir R>a re- 
gulars Losung des Systems (1) zu finden, bei welcher die GroBen Uj in 
imendlicher Feme verschwinden und an der Kugel R = a vorgeschrie- 
bene, konstante Werte, Uf, annehmen. Man kann indessen diese Lo- 
sung in viel einfacherer Form darstellen. Es geniigt: 
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zu setzen. Stokes wurde zn diesem Problem durch die Aufgabe ge- 
fiihrt, den Widerstand zu berechnen, den eine kleine Kugel erfahrt, 
wenn sie sick mit konstanter Geschwindigkeit Vj in einer zahen Fliissig- 
keit bewegt. Er fiihrte, um diese Aufgabe zu losen, ein Bezugssystem 
ein, dessen Anfangspunkt sich im Mittelpunkte der Kugel befand und 
sich also mit dieser bewegte. Er ftihrte dadurch seine Aufgabe auf 
den Fall zuriick, wo eine ruhende, kleine Kugel in eine mit der 6e- 
schwindigkeit — XJj stromenden Fliissigkeit eingetaucht ist. Indem er 
die GroBen Vj klein annahm und alle (sei es in TJj oder %) quadra- 
tischen Glieder vernachlassigte, erhielt er zur Bestimmung der Be- 
wegung der Fliissigkeit das System (1) mit den Nebenbedingungen: 
fiir 22 = a: 0, in unendlicher Feme: Uj = — Vj, Durch die Sub- 
stitution: — Vj-T Uj fiihrte er dieses Problem auf das oben be- 

handelte zuriick. Auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugs- 
system bezogen, ist also seine Losung des Problems: 


Uj — 






axfdxk 
d 1 




(24) 


In schrofEem Gegensatz zu den bei gewohnlichen Korpern und ge- 
wohnlichen Geschwindigkeiten beobachteten Erscheinungen ist diese 
Bewegung in gewissem Sinne symmetrisch in bezug auf eine gegen 
die Stromungsrichtung senkrechte, durch den Mittelpunkt der Kugel 
gelegte Ebene. In zwei Punkten, welche in bezug auf diese Ebene 
Spiegelbilder voneinander sind, haben die Geschwindigkeiten in der 
Stromungsrichtung gleiche, die Geschwindigkeiten in einer gegen jene 
Richtung senkrechten Richtung entgegengesetzt gleiche Werte. DaB 
dieses Ergebnis nicht zum Wesen der Sache gehort, sondern durch die 
angewandte Naherungsmethode bedingt wird, werden wir spatersehen. 

Wir berechnen mit Hilfe der Stokesschen Losung die Resultierende 
der Krafte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt. Wir haben 
im ersten Paragraphen gesehen (vgl. S. 7), daB jene Resultierende 
die Komponenten: 

R^a 


hat. Aus den Gleichungen (1) folgt leicht, daB die Werte dieser Inte- 
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grale von der Integrationsflache unabhangig sind, vorausgesetzt, daU 
diese eine geschlossene Flache ist, welche den Anfangspunkt umgibt. 
Dies folgt aus der Beziehung: 


Q 

welche giiltig ist, wenn Wj, p in dem von der geschlossenen 

Flache S begrenzten Bereiche Q eine regulare Losung der Stokesschen 
Gleichnngen (1) bilden. Wir benutzen die Unabhangigkeit des Integrals 
von der Integrationsflache in der Weise, daB wir zur Integrations- 
flache eine Kugel um den Anfangspunkt mit sehr groBem Radius R 
wahlen. Wir haben auf jener Kugel in geniigender Annaherung: 



R « Konst. 


Die Resultierende der Krafte, welche die Fliissigkeit auf 
die Kugel ausiibt, hat also die Komponenten — Qn/iaV^. Dies 
ist die beriihmte Stokessche Widerstandsformel. 

Die Stokessche Formel hat eine sehr groBe Bedeutung fiir die 
Molekularphysik, die Kolloidchemie und Meteorologie gewonnen. Die 
genaueren Bedingungen fiir ihre Gultigkeit werden wir spater disku- 
tieren. Wir werden dort auch etwas Naheres iiber ihre Anwendungen 
sagen. 


9 6. Ein Satz von Fax6n. 

Dr. H. Fax4n hat die Stokessche Widerstandsformel in sehr be- 
merkenswerter Weise verallgemeinert. Man kann den Satz von Fax4n 
mit Hilfe der oben gegebenen, allgemeinen Losung des Problems der 
Kugel beweisen. Obwohl wir den Beweis seiner Lange wegen hier 
nicht ausfiihren konnen, wollen wir doch den Gang desselbenandeuten. 
Wir fragen zunachst, wie kann man, wenn die Bewegung einer Fliissig- 
keit den linearen Stokesschen Gleichungen gehorcht, die Geschwindig- 
keitskomponenten ujt sowie die GroBen A in einem Punkte in 
der Fliissigkeit durch die Werte ausdriicken, welche die GroBen Uj auf 
einer in der Fliissigkeit gelegenen Kugel annehmen, die ihren Mittel- 
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punkt im Punkte hat? Die Formel (3) S. 98 gibt hinsichtlich der 
GroBen w* unmittelbar eine Antwort auf diese Frage. Wir verlegen fur 
einen Augenblick den Anfangspunkt unseres Bezugssystems in den 
Punkt Es ware ziemlich miihsam, aus der allgemeinen Formel fiir 
die Greenschen Funktionen durch Grenziibergang die Werte von Tjt 
und P* zu berechnen. Man bestatigt aber leicht, daB diese GroBen 
die folgenden Werte haben: 



lO/iXk. 


In der Tat geniigen bei festem k den Stokesschen Gleichungen 

und sind im Anfangspunkte in der richtigen Weise singular. Die For- 
mel (3) ergibt unter diesen Umstanden nach Ausfiihrung der Inte- 
grationen und wenn wir wieder den Anfangspunkt in einen beliebigen 
Punkt verlegen: 

= ^ (25) 

r -= KoiHfc. 

Durch ahnliche Rechnungen findet man: 

r Koast. 

Wir nehmen jetzt an, daB eine Fliissigkeit sich in Gbereinstimmung 
mit den linearen Stokesschen Gleichungen stationar bewegt. Wir be- 
trachten einen Bereich, wo die Bewegung regular ist. In diesen Be- 
reich tauchen wir einen kugelformigen starren Korper mit dem Radius a 
ein und denken uns ihn dort festgehalten. Die Flussigkeit iibt auf die 
Kugel Krafte aus, deren Resultierende wir berechnen woUen. Wir 
haben zu diesem Zweck zuerst die von der Kugel hervorgerufene Sto- 
ning der Fliissigkeitsbewegung zu berechnen. Diese Aufgabe ist durch die 
Formel (18) S. 107 gelost. Wir haben hier die mit entgegengesetzten 
Vorzeichen genommenen Komponenten der Geschwindigkeit der anfang- 
lichen ungestorten Fliissigkeitsbewegung zu nehmen. Die wirkliche Be- 
wegung der Flussigkeit ist aus dieser Bewegung und der von der Kugel 
hervorgerufenen Storung zusammengesetzt. Man sieht nun leicht, daB 
unsere Resultierende nur von der Storung abhangt. Wie wir schon 
oben hervorgehoben haben, konnen wir in den Integralen, welche die 
Komponenten derResultierenden darstellen, zur Integrationsflache eine 
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beliebige, geschlossene Flache wahlen, welche dieselben Singularitaten 
der Grofien Uj wie unsere Kugel umschlieBt. Nun hat die anfangliche, 
ungestorte Bewegung der Fliissigkeit nach unserer Annahme im Innern 
der Kugel keine Singularitaten. Bei der Berechnung der Resultieren- 
den der von dieser ungestorten Bewegung herriihrenden Krafte konnen 
wir deshalb die Integrationsflache zu einem Punkt zusammenziehen. 
Das Ergebnis der Integration ist also Null. BetrefPs der Stoning kann 
man mit Hilfe der Formel (18), allerdings nur durcli langwierige Rcch- 
nungen, die Komponenten der Resultierenden berechnen. Das Ergeb- 
nis lafit sich, wenn wir mit die Komponenten der Geschwindigkeit 
in der anfanglichen, ungestorten, regularen Bewegung bezeichnen, in 


der einfachen Form: 


3 

'2 



(27) 


r = a 


schreiben. Wegen (25) konnen wir diesen Ausdruck der Komponenten 
der Resultierenden auch in der integrallosen Form: 




d Xjg J />(0) 


(28) 


darstellen. Dies ist der Satz von Faxen. Er ermoglicht es unter ganz 
allgemeinen Verhaltnissen in sehr einfacher Weise die Krafte, welche 
eine stationar bewegte, zahe Fliissigkeit auf eine Kugel ausiibt, in 
erster Niiherung zu berechnen,* 

Wenn wir nur den Mittelpunkt der Kugel festhalten, wird die 
Kugel sich um diesen Punkt drehen. Fiir die Drehgeschwindigkeit hat 
Dr. Fax 6 n einen sehr einfachen Ausdruck berechnet. Man driickt ihn 


am einfachsten in der vektoriellen Schreib weise aus. Die Drehgeschwin- 


digkeit ist: 


\ rot 


wenn u der Vektor mit den Komponenten Uj ist. 


9 7 . Das Problem der ebenen Wand. 

Das Problem der Kugel enthalt als speziellen Fall das Problem 
der Ebene, mit anderen Worten die Aufgabe, eine in einem Halbraume 
2:3 > 0 regulare Losung der Gleichungen ( 1 ) zu finden, welche den 

♦ Dr. Faxen hat seinen Satz ohne Beweis in seiner Dissertation mitgotcilt. 
Einen Beweis gab er spater in dem Aufsatze: Der Widerstand gegen die Bewegung 
oiner starren Kugel in einer zahen Fliissigkeit, die zwischen zwei parallelen, ebenen 
Wanden eingeschlossen ist. Arkiv f. mat., astr. och fysik. Bd. 18, 1924. Ein ein- 
facher Beweis ware sehr erwiinscht. 


S Oseen, Hydrodyiuimik 
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Bedingungen: fiir x^ = 0: Uj=Uj; lim Uj = 0 (; = 1, 2, 3) geniigt. Um 

die Losung dieses Problems zu erhalten, hat man nur notig, in Tn 
und Pic Xq imd mit x^ + a und Xq^^'> + a zu vertauschen und dann 
den Grenziibergang a -> oo auszufiihren. tjic und p* bleiben dabei un- 
verandert. Man findet: = X 2 ^®\ Xg^®) = — Xg^®^ und 

folglich : r ™ f(x^ — + (xg — + (Xg + Xg^®))^. Man erhalt 

f erner : 


fiir j ^ 1, 2, 3; ifc = 1, 2: 

_ ^ik , {Xj — x/®>) (xjfc — x*(®>) 
Xjk — - i ^-3 


1 


% = --4/1X3 

fiir y = 1, 2: 


d ^ 
dxjc r 


dxjdxi r 


( 0 ) . 


1 


‘^;'3 “ 


^33 


dxg dxk r 

(Xf — x/«)) (X3 — X3<®)) 


^2 1 

^+2X3X3W^Ar-4. 


dxjdx^ r 

1 , (^3 + , 2 X X W — ^ 




dxg^ r 


Man beweist am einfachsten diese Formeln durch direkte Ausrech- 
nung, indem man zeigt, daB die Funktionen Tjjc, den DifFerential- 
gleichungen (2) und den zugehorigen Nebenbedingungen geniigen. 

Das Problem der ebenen Wand wurde zuerst von H. A. Lorentz 
im Jahre 1896 gelost. 


§10. Die nicht-stationftren Gieichungen. Das Problem 
der Kugel. Die Forniel von Boussinesq. Das Problem 
des Kreiszylinders. 


10 1 . Der Ansatz. 

In den Gieichungen I® S. 12 setzen wir Xj — 0 und vernachlassigen 
die quadratischen Gliedei. So erhalten wir das System: 


duj _ 1 dp 

dt Q dxj 

Die Eontinuitatsbedingung ergibt: 

duj 


4- vAuf, V = — , (/ = 1, 2, 3). 

Q 


( 1 ) 
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Wir stellen uns die Aufgabe, eine Losung dieses Systems zu finden, 
welche den folgenden Bedingungen geniigt. Fiir t = 0 sollen (7 = 1, 2, 3) 
den Wert Null annehmen. Fiir ^ > 0 sollen Uj, p in dem Bereiche Q, 
das heifit hier fiir R = > o, nebst den in den Glei- 

chungen (1), (2) vorkommenden Ableitungen stetig sein. An der Ku- 
gel i? == a sollen die GroBen Uj vorgeschriebene, im allgemeinen vom 
Orte und von t abhangige Werte Vj annehmen. Endlich soil die Be- 
dingung lim Uj = 0 erfiillt sein. 

/j— ►« 

Verfasser hat dieses Problem zuerst durch Reihen gelost, welche 
nach Kugelfunktionen fortschreiten und wurde spater durch Summie- 
rung dieser Reihen zu dem folgenden Ansatz gefiihrt. Wir setzen: 


Uj 


dt d Xj 



V 


dxj^ 



(3) 


W soli dabei eine in Q regulare und im Unendlichen verschwindende 
Losung der Laplaceschen Gleichung sein. Die GroBen Fj sollen die 
Komponenten eines der Diflerentialgleichung : 

dJF 

(4) 


geniigenden Vektors sein. Dieser Vektor soli fiir ^ = 0 verschwinden, 
fiir ^ > 0 in Q regular sein und in unendlicher Feme verschwin- 
den. Unser Ansatz (3) befriedigt unter diesen Umstanden, wie man 
sofort sieht, die Systeme (1) und (2). 

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Punkt der Kugel R = a. 
Uj sind die Komponenten einer nach auBen gezogenen Norn^ale von 
der Lange 1 in diesem Punkte. Mit Tj (; = 1, 2, 3) bezeichnen wir 
die Komponenten eines beliebigen, zur Normalen senkrechten, also die 
Kugel im betrachteten Punkte tangierenden Vektors von der Lange 1. 
Wir haben nach diesen Festsetzungen stets: 


Die Bedingungen Uj = Uj fiir R — a ergeben jetzt: 

(dFj jj , dW d^F, \ m A 
(dt + dxi dxidxj 


( 6 ) 


dxj dxjdxj^, 

IdW d^Fk \ 

Wir befriedigen die Beziehungen (6) und (7) in der folgenden Weise. 

Wir setzen: 


( 6 ) 

(7) 




( 8 ) 


8» 
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und bestimmen 0 durch die Forderung, daB 0 eine fur 12 > a regu- 
lare und in unendlicher Feme verschwindende L5sung der Laplace- 
schen Gleichung sein soil, welche auf der Kugel R = a der Bedingung: 


d^_d0 

dn dxj 




( 9 ) 


geniigt. Wir bestimmen sodann die Tangentialkomponenten des Vek- 
tors F auf der Kugel R = a durch die Bedingung: fiir R = a: 


Sie ergibt: 


Aus (6) folgt dann: 

r ^ - n 

\dxj ^ dxjdxjj 


= 0, wenn rtj Tj = 0. 

(10) 

dr fiir i? = a. 

(11) 

j z= 0, wenn R = a. 

(12) 


Da diese Beziehung fiir jeden zu ti senkrechten Vektor gelten soil, so 
ist, wie man auch auf der Kugel R = a fortschreitet, die Anderung 


dF 

von (P* — v — — ? Null, also : 

OXji 


dF 

0^ — V x- - = Konstante, 

OXjc 


wenn R~ a. 


(13) 


Wegen (7) muB 0* auBerdem der Bedingung: 

^ + = fto8-a (14) 

geniigen. 

Wir haben also zwei Potentialfunktionen 0 und 0* und eine Vektor- 
funktion F, welche der Gleichung (4) geniigt, eingefiihrt. 0 ist durch 
seine Eandbedingung vollstandig bestimmt. Von dem Vektor F ken- 
nen wir den Wert fiir t = 0, das Verhalten im Unendlichen, sowie 
die Tangentialkomponenten an der Kugel bei beliebigem t, so daB also 
der Wert der Normalkomponente von F auf der Kugel noch zur Ver- 
fiigung steht. Es entsteht dann die Aufgabe, iiber den Wert dieser 
Normalkomponente von F auf der Kugel so zu verfugen, daB die bei- 
den Randbedingungen (13), (14) fiir auf der Kugel so erfiillt wer- 
den konnen, daB 0* noch im Unendlichen verschwindet. 
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10 2. Einfiihrung eines Hilfsproblems. 

Die Losung der komplizierten, durcli die Beziehungen (13), (14) 
gekennzeichneten Aufgabe, welche wir bier geben werden, beruht auf 
einer analytiscben Tatsache, welche durch die oben erwahnten Reihen- 
entwicklungen des Verfassers aufgedeckt wurde. Wir behaupten: man 
kann die Normalkomponente des Vektors JP auf der Kugel so be- 
stimmen, daB zwei auBerhalb der Kugel R a regulare und im Un- 
endlichen verschwindende Potentialfunktionen P und P* existieren, 
welche Ableitungen in bezug auf x^ besitzen, P von den zwei 

ersten Ordnungen, [P* von der ersten Ordnung, die an der Kugel 
P == a endliche und stetige Werte annehmen und in uncndlicher Feme 
verschwinden und welche an der Kugel P = a die Bedingungen: 


P = n/P;- Fn, 


dP 

^dn dxj 


2 

a 


UjFj— AlvF; 


dFj dFj 

dxj oxfg 


P* = nffijt 7 


dFj 


d Xjh 


dF,, 

dn ’ dn dxj \P dxJ 


(15) 


rijnic 


dxi 


(x, 

\P dxi) 


2 

a 


xjt OF^ _ dF 
dn 


erfiillen. 

Wir behaupten ferner: wenn P und P* in dieser Weise bestimmt 
worden sind, dann hat der Ausdruck 


Xj dP 
a dxj 


+ -P + jp*) 

o / 


alle die Eigenschaften, welche wir von der Funktion (P* verlangen 
miissen, und es ist also: 


y 


( 


- f— + - 

a oxj a 


)■ 


(16) 


Wir beweisen zuerst die Bichtigkeit der zweiten Bebauptung. DaB 
die durch (16) definierte Funktion 0* (wenn P und P* existieren) 
eine auBerhalb der Kugel R = a regulare und in unendlicher Feme 
verschwindende Potentialfunktion ist, ist unmittelbar klar. Auf der 
Kugel R = a hat man femer nach (16): 


\dn a / 


dF) 
" dx)' 
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Die Bedingung (13) ist also erfiillt. Es ist also nur mehr zu zeigen, 
daB an der Kugel ft = a die Bedingung (14) erfiillt ist. Nun ist*: 

AivF — lim — f FjTf^^ds, 

a^oO J 

9 

WO ds das Linienelement einer beliebigen kleinen Kurve auf der 
Kugel ist, welche das Flachenelement a umschlieBt, und die Kom- 
ponenten der die Kugel R = a tangierenden, auBeren Normale (von 


* Man definiert in der Vektoranalysis die Divergenz eines vom Orte ab- 
hangigen Vektors als den Grenzwert: 

lim — r VintdS. 

o>-*0<o J 


Hier ist S eine beliebige geschlossene Flache im Baume, n die nach auBen gezogene 
Normale von der Lange 1 der Flache S und e> das Volumen des von 8 eingeschlos- 
senen Baumbereiches. Es wird vorausgesetzt, [daB beim Grenziibergange a>^0 die 
die Flache 8 sich um einen bestimmten Punkt zusammenzieht. Wir nohmen jetzt 
an, daB ein Vektor V auBerhalb deij Kugel It = a, also im Bereiche Q, dofiniort 
ist. Wir wollen div V in einem Punkte der Kugel B = a berechnen. Wir ziehen zu 
diosem Zweck auf der Kugel |eine (kleine geschlossene Kurve 8 und verbinden die 
Punkte dieser Kurve mit dem Mittolpunkte der Kugel. Die so definierte konische 
Flache und die beiden Kugeln i? = a und JR = a-^da grenzen einen kleinen Bereich 
im Baume ab. Das Volumen dieses Bereiches ist oda, wcnn a der Flacheninhalt 
des von der Kurve e begrenzten kleineren Teiles der Kugel /? = a ist. Wie erhalten, 
indem wir bei der Berechnung von div V diesen Bereich benutzen und indem wir 
mit die Komponenten einer die Kugel R = a tangierenden, auBeren Normale 
(von der Lange 1) der Kurve s bezeichnen und bedenken, daB, wenn d8 ein Flachen- 
element einer Kugel mit dem Badius R ist, welches vom Mittelpunkte aus unter 
einem bestimmten Baumwinkel gesehen wird, d8/R* konstant ist: 




ada - 


I [odo f I 




x^d8 
R^ ' 


+ 


-/’'(’■/■’■'•I . .+.“r.T/v; 

» 9 


(n) 


ds = 




Nun haben wir andererseits: 


Folglioh, nach (16), fiir R = a: 


dV. 

divF = ^-^. 

dx, 


= 


AtvV = (div V 


lb 


= lim ± f 
a *)R^a or->0 a J 
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der Lange 1) der Knrve s sind. AivF hangt also nur von den Tan- 
gentialkomponenten von F auf der Kugel ab. ~ Bei Einfiihrung von 
Polarkoordinaten ist nun; 

^ F ~ F 

R ^ R dxt dR' 

Wir haben ferner entsprechend der Definition von Aiv in (16) auf 
der Kugel R = a: 

fi2p ^ f)P 

0 = JP = div gradP = R gradP. 


Da nach (15) P aui der betrachteten Kugel gleich Fji ist, so folgt 
aus dem in der Anmerkung S, 18 bewiesenen Satz, daB : 

A IV gradP — A iv grad F/i 

ist. Wir haben also: 


folglich : 


d^P 2 dP 


a^P 2 ap__ , , 2 dFji 

dR^ ^ R dR ~ ^ P dR’ 


fiir R == a. 


Die Gleichungen (16) ergeben fur i? = a: 

dP 1 . -^y 0 F ji 2 


dP* dF 
dR ~ d R ■ 


d^Fn 

dR^ 


2_ dFn 
a OR 


Aus den letzten drei Gleichungen folgt, immer unter der Voraus 
setzung R ^ a: 


d (R dP 2 ^ ^ dF , 


1 

a 


divF- 


a dR 



Nun ist: 


®^^aP " dxi\R dxj “ P ax,aa;* P dxi P® dxt 



divj?’+ idivp’- 
H 


1 dF B 
P dR’ 


4F.= 4(|F,) = ?'df, 


= (ZlP’)fi + ^ divl?’- 


2 a p, 
p a®, 

2 dFg 
R dR 


IXjXtdF) jp 

p3^ ait “ P® 

2 p 
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Folglich fiir R — a: 


d 

OR 


R dP 




Diese Gleichung zeigt, daU, wenn die Funktionen P und P* die hier 
vorausgesetzten Eigenschaften haben, der Ansatz (16) in der Tat nicht 
nur der Bedingung (13), sonderii auch der Bedingung (14) geniigt. 


108, Ansatz zur Losung durch Reihen nach 
Kugelfunktioncn. 

Wir gehen zum Beweise der Existenz unserer Losung iiber. Es 
muB gezeigt werden, dafi die Normalkomponente des Vektors JF 
an der Kugel R = a so bestimmt werden kann, daB zwei in Q re- 
gulate und in unendlicher Feme verscbwindende Potentialfunktionen 
P und P* existieren, welche an der Kugel R = a den Bedingungen 
(15) geniigen. Wir fiihren zu diesem Nachweis Polarkoordinaten 
ein, indem wir R cos X 2 = R sin ^ cos 9?, ^3 = P sin d' sin q) 
setzen und entwickcln die Funktionen Fj in Reihen von der folgen- 
den Form: 

CIO m 

CO8W9; + sinnq^) P„,, „ (cos ^), 

0 0 

00 m 

Pg = [(^w, n ^m, 71 ) COS flip 

0 0 

+ (Sm]n + sin ^95] P,„, (cOS &) , 

00 m 

^3 ^ ^ COS W99 + 

0 0 

+ (Cm^n—C^m^) siu Uif] P^, „ (cOS '&). 



Hier sind: 


^ (2m)! ^ + ” 

^ / n « +_^) ' (1 ^ 1 rf— ( rr^-1)” 

(2m)! dx^~~^ 


die zugeordneten Kugelfunktionen. Sie sind miteinander dutch die 
Beziehungen: 
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dPm,n{C0S&) 

dd~ 
dPm,o 


d'& 


mP, 


' cot & Pm, n w) -^m, n + i — 

— ncot^P,„,„+(m + M)P„.„_i 

dPm 


m, 1 j 


d& 


=mcot^P, 


m,m ■ 


»Mcot^P„.„ + 2m P„,,„, _ , 


(18) 


dP 

{m - I- 1) cos ^ Pm, n + sin & + 1) -Pm + l,n 


sin '& Pm. m — P n 


(19) 


verbunden. Cm, n nnd 8m , « sind Funktionen von R und t. Wir nebmen 
an, daB sie der partiellen DifEerentialgleichung : 

dfm _ (d^fm 2 d fm _m{m-\-l) . \ 
iit ~'’\dR^^RdR R^ H 

geniigen, fiir < = 0, > a verschwinden und bei -> oo den Bedin- 

gungen: lim „ = lim 5 ^% = 0 geniigen. Die durch die Eeihen (17) 
definierten drei Vektorkomponenten befriedigen dann fiir < > 0 und 
R> a, wenn glicdweise Differentiation erlaubt ist, die Differential- 
gleichung : 


dF 

dt 


= vA F. 


Wir zeigen jetzt, daB, wenn wir den Funktionen c und s folgende 
neue Bedingungen auferlegen, alle unsere Bedingungen erfiillt sind: 
fiir 1 < n < m — 1 : 

(m^ — n^) <fmln+ (»n + w) (m 4- n + 1) c®„ | i — 

— (m — n) (»n — n+ l)Cm,^„_.i = 0, 

(m*— n2) 4^^ + {m + n) {m + n + 1) 4^ + 1 — 

{m w) {m n -I- 1) Sm, n — i 9, 
m Cm^,0 + (m + 1) Cm^ 1 = 0, „ = 0, 

2m44-44_i = 0, 4«,’<, = 0, 2m4,4-4?m-i = 0. . 


104. Berechnung von P’s, A tvP’ und n rot F fiir 

Wir berechnen unter der Voraussetzung, daB die Beziehungen (20) 
bestehen, Fr und AivF und berechnen auBerdem die Normalkompo- 
nente von rot F auf der Ki^gel R = a, Wir gehen bei der Berechnung 
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von Fr auf die Einzelheiten ein, geben aber betreffs AivF nur das 
Ergebnis der Bechnung. Wir haben: 

OP m 

Fr = ^(»») ^(») {[c^^n C 08 & OOSnf + CraJnSin^ COS (n — 1 ) 9 ) + 

0 0 

+ cS} n sin & cos (n + 1) <p\ P„, „ + [sLV„ cos sin + 

+ sin ^ sin (n — 1 ) 9 ) + s®n sin ^ sin (n + 1 ) 95 ] Pm , «! = 

CO 

= ^('») !^(») {[Cm?« Pm, « COS ^ + c'^mU + 1 -^m, n + 1 sin ^ + 

+ C®n _ 1 Pm, „ - 1 sin cos n 9> + „ P^, „ cos ^ + 

+ «m! « + l Pm, n + 1 sin # + Sm! n - l Pm, n - 1 sin sin « 95} + 

"l~ Cmjo Pm,0 cos d -f- Cm^ 1 Pm, 1 sin d -|- (Cm ^ m Pm, m COS '& + 

+ cS!m-lPm,m-lSin^)COSm9> + cS^mPm,mSin<? COS (jH + 1) (p + 
+ («S!mPm,mCOS# + S^^m-lPm,m-lSin^) sinm9P + 

+ »m? m Pm, m sin ^ sin (wi 1) 9p|. 

Wir formen diesen Ansdruck um, indem wir mit Hilfe von (18) Pm,n— i 

dP 

und Pm, 1.4- 1 durch Pm.n nnd ausdriicken. Wenn wir beachten, 

daB aus (20) folgt: 


^(1) , ” J*) I J3) 




' n — 1 ■ 


n -f- 1 


.(« I .(2) , ” .(3) 

om, n-r ~ n -f 1 “T 0|», n — 1 ■ 

m — n in-\-n 






1 <n < m — 1 


und auBerdem: 


^(1) _ m + 1 (2) (1) , 1 f3) __ m + 1 f3)| 


Cm. 0 — “■ ' 


■ /.W -vx; , _ Koj 

o — 1- 

fn £i 


«m,m I o 


'fitytn — 1 " 


m + 1 


so konnen wir das Ergebnis in der folgenden Form schreiben: 



104. Berechnung von Fr^ AivF und ntotF fiir /J = fl 


123 


» i ( / 1 1 \ 

Fn = |2(») |(^- 4*^-1 - -— 4?n+i) cos ncp + 

+ sinn9p||(m + 1)P„.„ cos^ + 

+ sin^^l _ + l)P„,oC 08 i> + sin^l + 

+ i{44-iCosm9) + s®4-ismm9si}j(i» + l)P„.„cosd + 

+ sin^l + {c®4cos(m+ 1)95 + s4®4 sin (m + 1 )«}p}P„,„ sin dj • 

Wir wenden jetzt die Identitaten (19) an. Da wegen (20): 

//3) m \ 

4~ 1 \ ( __ (1) ___ (2) , (3) 

+ m-nj~ W +1 + Cm,«- 1 , 

/.(3) J2) \ 

I — ! ®w,n + l\ (1) C2) 4_ 

yAlflfh -f- J-j I • - I — Ofn^n ®m,n4-l i ^m,« — 1> 

' ' \m + w m + w/ ^ 

2m + 1 ^(2) _ ^(1) J8) 2m + 1 ^3) _ jx) , ^(3) 

~ Wrt, 1 — ^wi, 0 1 > ^m, m — 1 — m “r m — 1 > 

m ^m 


2w + 1 (3) _ (1) (8) 

■ — 1 — ^m, m 1" — 1 > 

konnen wir das Ergebnis in der einfachen Form: 

00 

schreiben, wo: 


( 21 ) 


m — 1 

®m-f- 1 ~ -Pm + 1, n[(cm,\t + 1 “f" n — i)c03 U(p -\- 

0 

+ (4^ — 4’n + l + 4?n--l)sin»9?] + 

■4" ^ ni-|-l> o(cm,^ 0 ~ l) "H m + l, m [(cm,»» "i“ Cm, m— l) COSWt^-1- 

+ (4m + «m,4-i) sin m <p] 

+ .Pm + 1, m + 1 [4 m COS (m + 1) + S^' msin (m + 1)^]. 

Man findet durch ahnliche Rechnungen: 


divF=.^<.,(^-“)5.+, (22) 

Aus (21) und (22) folgt: 

QD 

Jtv^ = ^div J’— = — j ]^(»») (w + 2) ^CT+i (23) 
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Wir betrachten schlieBlich: 

a \ 0 X 2 ox^J a xox^ ox^/ a \0Xj^ ox^l 

Die Berechnung geschieht ohne Schwierigkeit und man findet, ohne 
die Beziehungen (20) zu benutzen: 

n rot F= — y (n){[(m — n + 1 ) _ 1 + (m + w + 1 ) +i— 

® 0, 2 

-“Wc2^^]sinw(^ — [(m-~n + l)4?,\i-i+ (m + w + 1) 4?n+i~- 

— n cos n (p) Pm, n (cos ^) — (m + 1) S^m] 1 Pm, o + 

+ (Cto ?0 + + (wt + 2) Cm] 2 — (Si]t] sin q) Pm, 1 — 

— [m (sin] 0 + o) + (rn + 2) S^m] 2 — Sm] i] cos (p Pm, l — 

(Cm, m — 1 ^ ^m, m) sin 171 q) P m,m 

(^m, m — 1 ^ m) COS 171 q) P 


10 6. Verifikation der Bedingungen. 

Wir konnen leicht zeigen, daB, wenn eine Vektorfunktion JF 
existiert, welche alien bis jetzt aufgestellten Bedingungen geniigt, 
welche also die DifEerentialgleichung (4) befriedigt, fiir t — {), R > a 
und fiir ^ > 0, i? -> oo verschwindet, an der Kugel R — a Tangential- 
komponenten hat, welche der Bedingung (11) geniigen, und endlich 
die Bedingungen (20) erfiillt, daB dann tatsachlich die beiden Poten- 
tialfunktionen P und P* existieren. Wir haben in der Tat: 




0 


R =a jgfn4-2 » 



Rm+2' 


Die Frage, welche wir schlieBlich zu beantworten haben, ist also die, 
ob es eine Vektorfunktion F gibt, die den oben aufgestellten Bedin- 
gungen geniigt. Wir konnen diese Frage auch so formulieren: gibt es 
eine Vektorfunktion F, welche der DifEerentialgleichung (4) und den 
Bedingungen (20) geniigt und deren Tangentialkomponenten an der 
Kugel R — a vorgeschriebene Werte annehmen? Urn diese Frage zu 
beantworten, bemerken wir zunachst, daB die linken Seiten der Glei- 
chungen (20) partiellen DifEerentialgleichungen vomTypus der Warme- 
leitungsgleichung geniigen und fiir < = 0, iZ > o sowie fiir < > 0, iZ oo 
verschwinden. Wenn die Bedingungen (20) fiir iZ = a erfiillt sind, so 
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miissen sie unter diesen Umstanden auch fiir i? > a erfullt sein.* Wir 
bemerken ferner, daB durcli die Beziehungen (20) nur eine der Kom- 
ponenten von jp’bestimmt wird, wahrend die iibrigen unbestimmt blei- 
ben. Die Bedeutung der Beziehungen (20) ist also, daB eine Kompo- 
nente von F an der Kugel R = a durch die anderen Komponenten aus- 
gedriickt wird. Wenn wir zeigen konnen, daB die Beziehungen sich 
insbesondere so deuten lassen, daB sie die Normalkomponente von 
F an der Kugel R = a durch die Tangentialkomponenten ausdriicken, 
wahrend diese vollstandig unbestimmt bleiben, so haben wir unseren 
Beweis zu Ende gefiihrt. 

Um nun zu zeigen, daB die Beziehungen (20) in keiner Weise die 
Tangentialkomponenten des Vektors F an der Kugel R = a bestim- 
men, betrachten wir fiir i? = a die Ausdriicke (23) und (24) fiir A ivF 
und fi rot F. Wir behaupten, daB diese trotz der Beziehungen (20) 
frei wahlbar sind. Um dies zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, daB 
wir die GroBen c^^n, Sm,n (fhr R — a) so bestimmen konnen, daB (20) 
erfullt ist und daB gleichzeitig (fur R = a) die Koeffizienten der Reihen 
(23) und (24) vorgeschriebene Funktionen von t sind. Wciin wir uns 
der Kiirze wegen auf die Hauptglieder, fiir die 1 < n < m ist, be- 
schranken und ferner nur die GroBen c betrachten, so ergeben diese 
Bedingungen: 

(m*— n*) c2J„+ (m + «) (w + n + 1) — 


(m — n) (m 




( 1 ) ( 2 ) , ( 3 ) __ ... 

^m. n n -- 1 T ^tn, w -f 1 — n V*'/ > 

I /V) I 1 \ 


— + (»W + n + 1) +1 + + 1) 4”n-l = Pm, n (<). 


WO Om, n (0 Pm, n (0 vorgeschriebene Funktionen von t sind. Die 
Determinante dieses linearen Systemes ist: 


— 2m(m + 1) (2m + !)• 


Sie kann also niemals verschwinden. Da auch die „pathologischen“ 
Glieder in (23) und (24), d. h. die Glieder, bei denen in sinn^?, cos n(p 
n = 0,1 Oder n = m ist, willkiirlich bestimmt werden konnen, so ist 
bewiesen, daB die Werte von AivF und n rot F auf der Kugel R = a 
in keiner Weise durch die Beziehungen (20) bestimmt sind. 


* Es ist eine wohlbekannte Eigenschaft dor Warmeleitungsgleichung: 


du d^u 


(/‘> 0 ), 


daO eine Losung, welche fiir r'^a, / > 0 regular ist und fiir r > a, / =* 0 und fiir 
/ > 0, r =1 a und r = x verschwindot, fiir r > a, / > 0 identisch gleich Null ist. 
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Wir zeigen ferner kurz, daB durch die Werte von A ivFimd n rot JP 
auf der Kugel R = a die Tangentialkomponenten dieses Vektors ein- 
deutig bestimmt sind, praziser ausgedriickt, daB wenn eine auf der 
Kugel 72 = o definierte Vektorfunktion dort stetige und stetig diffe- 
renzierbare Tangentialkomponenten hat und wenn auf der Kugel so- 
wohl A ivF= 0 wie n rot jP= 0 sind, daB dann die Tangentialkom- 
ponenten von jP auf der Kugel verschwinden. Wir haben in der Tat : 

ti rot 1^= lim ~ r Fjdxj, 

s 

wobei die Integration in positiver Kichtung um die geschlossene Kurve 
8 gefiihrt wird, welche das Flachenelement a umschlieBt. Aus n rot F 
= 0 folgt unmittelbar, daB 

J F j dxj ~ 0 

s 

fiir jede geschlossene Kurve s auf der Kugel. Daraus folgt wiederum, 
daB das Integral: ^ 

/ Fjdxf, 

wo ein fester und P ein variabler Punkt der Kugel R = a ist, vom 
Wege unabhangig ist und also als eine offenbar stetige und stetig dif- 
ferenzierbare Funktion des Punktes P aufgefaBt werden kann. Wir 
setzen : p 

J Fjdxj— 0(P), 

p<0) 

Aus der Beziehung: 

A IV IP = lim — f Fj Tf”>ds = 0 

a— ► 0 ^ 

s 

folgt andererseits fiir jede geschlossene Kurve s : 

f FfTf’^^ds = 0. 

Diese Beziehung laBt sich auch in der Form: 

= 0 , 25 ) 

schreiben, indem fiir jeden die Kugel tangierenden Vektor T gilt: 

do 
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106. Neue Darstellung von Fji 
Die Beziehung (26) entspricht der bekannten Gleicliung: 

s 

in der Theorie des ebenen Potentials und zeigt wie diese Gleichung, 
daU die Funktion G keine Maximum- oder Minimumstelle haben kann. 
Da dies auf der ganzen Kugel gilt, muB G konstant sein und also die 
Tangentialkomponenten des Vektors auf der Kugel R === a ver- 
schwinden. 

Um nun auf der Kugel R = a eine Vektorfunktion F zu kon- 
struieren, welche vorgeschriebene Tangentialkomponenten hat und 
den Bedingungen (20) gentigt, berechnet man zunachst aus den 
Tangentialkomponenten A ivF und n rot F. Man bildet dann, z. B. 
durch Reihenentwickelungen, die Vektorfunktion, welche den so ge- 
fundenen Werten von AivF und nrotF entspricht und welche 
auBerdem den Bedingungen (20) geniigt. Die Tangentialkomponenten 
dieser Vektorfunktion auf der Kugel R = a nehmen notwendig die 
vorgeschriebenen Werte an. Abgesehen von der Stetigkeit, steti- 
gen DifEerenzierbarkeit usw., welche wir fur die Tangentialkompo- 
ncnten des Vektors F zur Sicherung der Existenz von AivF und 
n rot F und der Konvergenz unserer Reihen voraussetzen mussen, 
sind also diese Tangentialkomponenten trotz der Beziehungen (20) 
frei wahlbar. 

Unser Beweis ist hiermit zu Ende gefiihrt. 


10 6. Neue Darstellung von Fr. 


Wir zeigen jetzt, wie man, wenn (wie wir jetzt wissen) die Funk- 
tionen P und P* existieren, die Normalkomponente des Vektors F an 
der Kugel R = a bestimmen kann. Wir haben an dieser Kugel nach (15) 
S. 117: 


dn 


= AivF. 


Folglich, wegen (11) S. 116: 


dP 

dn 


I 

=J A iv{U(r)—gTa,d0(r)}dr. 


Wir bezeichnen mit 0 eine in JQ regulare und in unendlicher Ferno 
verschwindende Potentialfunktion, welche an der Kugel R = a der Be- 
dingung: 
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A TT 

^ AivU 

an 

geniigt. Da: 

>1 (a^ 2 a<P\ (0^0^ 2 d0\ 

Aivgiad0 \^A0 ^^2 RdR/ii^a^ \dR^^ RdRJn^a 

ist, so konnen wir, fiir beliebige fi-Werte; 

P 




setzen. Fiir R — a erhalten wir hieraus : 


Fji= P =j I U,{r)ni + 0(t) + 0{r^dr. 


(26) 


10 7. Zusammenfassung. 


Wir fassen die gewonnencn Ergebnisse in dem folgenden Satze 
zusammen : 

Um eine fiir ^ > 0, i? > a regulare Losung des Systems (1), 
(2) zu bestimmen, welche fiir ^ = 0, 72 > a und fiir ^ > 0, 72 oo 
der Bedingung Uj = 0 {j = 1, 2, 3) und an der Kugel R = a der 
Bedingung tey = Uj geniigt, bestimmt man zuniichst zwei 
auBerhalb der Kugel regulare, in unendlich entfernten 
Punkten verschwindende Potentialfunktionen 0 und 0, die 
^n der Kugel R = a den Bedingungen: 


d0 

dn 


Un. 


d^ 

dn 


Aiv TJ 


geniigen. Die Normale wird hier nach auBen gezogen. Die 
Operation AivlJ ist durch die Gleichung: 

A TT V ^ f m (n'STT ^ dUj 0 U j 2 

AivU = lim — I T>> Ujds = ^ — nj nj^ — — njUj 

a-^Q [dxj dxk a ^ ^ 

definiert, wo a ein Flachenelement der Kugel R — a, s die 
Kandkurve von o und r/”> die Komponenten eines die Ku- 
gel tangierenden, gegen das Element ds der Kurve 8 senk- 
rechten, von o nach auBen gezogenen Vektors von der Lange 
1 ist. 
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Nachdem 0 und O bestimmt worden sind, sucht man eine 
fiir ^ > 0 , 22 > a regulare, fiir < = 0 , 22 > a und ^> 0 , R-^qo ver- 
schwindende Losung der Gleichung: 


dF 

~dt 


= vAFy 



die an der Kugel R = a den Wert: 

I [ U(T) - grad 0 + n (u„(r) + 0(t) +j<l^(r)) j dr 

0 

annimmt. Die Tangentialkomponenten dieses Vektors haben 
die Werte: 



0 


was mit (11) iibereinstimmt. Die Normalkomponente hat 
wegen (9) den Wert: 

J + <P(t) + dr, 

0 

was mit (26) iibereinstimmt. 

Man bestimmt schlieBlich eine fiir 2 > 0, R> a regulare, 
in unendlicher Feme verschwindende Potentialfunktion 0*, 
die an der Kugel R — a den Wert: 


dF. 

"" dxj 


annimmt. Dann ist an derselben Kugel: 


d0* 

dn 


= VUj 


dxjdxjc 


— vrikAFk 


und die Losung des Problems ist: 


OF. 

= -TT- + 


dt dxj 






10 8. Erste Anwendung. 

Um die Anwendung dieses Satzes zu illustrieren, behandeln wir 
zwei spezielle Falle,| von denen der erste trivial ist, wahrend der 
zweite hydrodynamisches Interesse besitzt. 


9 Oaeen, Hydrodynamik 
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(p (xj^ t) sei eine fiir ^ > 0, R> a regulare, fiir ^ = 0, > a und 

fiir ^ > 0, i? 00 verschwindende Potentialfunktion. Wir setzen in der 
in 10, 1 formnlierten Aufgabe: 




Die Losnng des hiermit gegebenen Problems ist 


dw 


P = -e|f (? = 1,2,3). 


Wir bestatigen, daB man aus unserer Kegel dieses Ergebnis bekommt. 
Wir haben: 


also: 

0 = (p , 0 = 

R dq> 1 
a dR a 

Folglich : 



(v,- 

=0 I 

' v, + 0 -\-'^ 0 ] 

^ 0 / R 

Also: 

J’=0, 

0* = 0. 

Also scblieBlich; 


dq> 


^~dx/ 


10 9. Zweite Anwendung. 

In unserem zweiten Beispiel nehmen wir an, daB die GroBen Uj(t) 
an der Kugel R = a vom Orte unabhangig sind. Wir baben unter 
diesen Umstanden fiir = a: 

d0 „ l d0 2 

dn ~ ~ o ’ dn~ o2 ’ 

folglich : 

0 = — -^XjUf^, 0 = ZiVf^ 

und, fiir = a ; 

t 

^ = V{r)dr. 

0 

Wir sind also zu der Aufgabe gefiihrt worden, eine fiir < > 0, i? > a 
regulare, fur ^ = 0, JB > o und fiir ^ > 0, R ->00 verschwindende L6- 
sung der Vektorgleichung (4) zu bestimmen, die an der Kugel R = a 
einen nur von der Zeit abhangigen Wert annimmt. Die Substitution: 
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fiihrt die Differentialgleichung (4) in die einfachere Gleichimg: 

dt~ dB‘ 

liber. Eine Losung dieser Gleichung, welche fiir t > 0^ R> a regular 
ist, fiir t = 0, R > a und fiir < > 0, i2 -> oo verschwindet und an der 
Kugel R = a den Wert; 

3 


I 

a J U{r)di 


annimmt, ist (vgl. hierzu unsere Ausfiilimngen im funften Paragraphen 
S. 40ff.): 

' 4 4(oy 

_ (R- a)* 

3 


/= 


4 :]/ 71 V 


/ _ /* 

g 4 k (<-£<'») / 

(* - ») V{.)d-, . 


Sie ergibt: 


ir= 




ii 


|(0> 


I'M*- 




Wir erhalten hieraus: 
df-, _XidFj _ 1 

dxi R OR R^ 


/ _ (R-ay 

dR? (« — <W)V» J Vi{x)dx- 
0 ' ' 0 
t 

J , _ («-«)•__ /• 

a e 4v(r-/‘«>) ^ ^ 

(< - J - 

0 

X (« 

a / e 

~rJ 




{R-ay 

v(« — i‘»>) 


und fiir R = a: 


■a^ = = - wj j '''W'** + 
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Folglich : 



-if. 

invj 1 


inv} it — 


dtm 


10 10. Das Problem von Boussinesq. 


Das hydrodynamische Problem, das zu der eben gelosten Eand- 
wertaufgabe fiihrt, ist das folgende. In einer zahen Fliissigkeit, welche 
sonst den ganzen Raum erfullt, befindet sich ein kugelformiger Kor- 
per. Bis zu dem Momente < = 0 ruht die Fliissigkeit und der Korper. 
Bei ^ = 0 fangt der Korper eine translatorische Bewegung an. Man 
will die dadurch hervorgerufene Bewegung der Fliissigkeit und den 
Widerstand derselben gegen die Bewegung des Korpers berechnen. 

Wir wenden zunachst ein im Raume festes Bezugssystem an. Fiir 
die Bewegung der Fliissigkeit gelten dann die Gleiohungen I® S. 12 
(wo jedoch Jf/ = 0 zu setzen ist) und die Kontinuitatsbedingung. Die 
Nebenbedingungen sind: fiir ^ == 0 in der ganzen Fliissigkeit t/; = 0 
(; = 1, 2, 3); fiir ^ > 0 in unendlicher Feme 0, an der Oberflache 
der Kugel C//, wenn Vj{t) die Komponenten der Geschwindigkeit 
derselben sind. Wir transformieren jetzt die Koordinaten (aber nicht 
die Geschwindigkeitskomponenten), indem wir ein Bezugssystem ein- 
fiihren, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Kugel ist, wahrend 
die Achsen mit den festen Achsen parallel sind. Wir erhalten so die 
Gleiohungen: 

.1 dp , , TT ^ duj 


duj 

dxj 


= 0 , 


mit den Nebenbedingungen: fiir ^^^0, R ^i > a: 

= 0 ; fiir < > 0, ii -> oo : W; = 0, fiir R = a: Uj ^ Vj, Wenn wir 
naoh dem Vorgange von Stokes die quadratisohen Glieder vernaoh- 
lassigen, werden die obigen Differentialgleiohungen mit unseren Glei- 
chungen (1), (2) identisoh. Die in unserem zweiten Beispiele ent- 
wiokelten Formeln geben uns also die Losung unserer Aufgabe, so- 
weit sich diese Aufgabe auf die Bewegung der Fliissigkeit bezieht. 

Um die Resultante der von der Fliissigkeit auf den Korper aus- 
geiibten Kriifte zu berechnen, haben wir die Integrale: 
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auszuwerten. Wegen der Kontinuitatsbedingung ist das Integral: 
fn.l^dS (A 2 a) 


von A unabhangig, da fur ^ ^ o: 


f„, pAS- U = = 0 

J dxj J dxf Jdxfdxt 


R^A 

R’^B 

Da: 

lim f 




R- 

BO folgt: 

fnjk 

J 


R=^a 

und also: 





/(- + TS) “ 'lx) “ 


Wir haben (vgl. S. 129, 130 und 132): 


V = — Q 
. 3 , 




U'i(t) + wvaU,(t) + 


2 l/^ ^ f 

\ n dt J ft — i 


«rw2.,c..= "r 

dej 

0 0 
so folgt: 

—J ptifdS = — ^ nga^ I 


dr £7,(0) , rE7',(<«») 


7r+, 


-^nQa^U'j{t) — 27ifia Uj{t) + — + 

^ \nv \t 


3) , rw“>)„ 

Jy't-m 

0 

inv ft 

a rV/(^)^ 
invj [/T— 


Wir haben ferner: 
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dFf d dFt 
dt ^ dxj dxje 


+ 


3 a 

3av 1 


4|/7rv 


3av 1 / 

Hieraus: 
d (dF^ 


0 

t 

(a,. -?!?)/ 


(n-a)> 

g 4v((-<“>) 


'I 


(i2-o)» 


P 4v(«~0 


+ 17= 


^XjXk 

~R^ 


c« -«)_•_ 


/e-a 




day 


/< - <(«) 

rfS = - 4^1/40 Ujify - f dt(-<» 


Die aus 0 und 0* hervorgehenden Glieder von Uj geben keinen 
Beitrag zur Resultante. Die Resultante der Krafte, welche die Fliissig- 
keit auf den Korper ausiibt, ist also: 

~ —^nQa^XJ'if) — 67r/^a| JJ{t) + 

R=>a 

a r^(^) ^<(0)1 2 o2]/ U(0). 

0 

Der Betrag der Resultante wird fiir ^ = 0 unendlich grofi ausfallen, 
wenn nicht U{0) ==0 ist. Wir sehen hieraus, daB es nicht moglich ist, 
einem Korper in einer zahen Fliissigkeit plotzlich eine endliche 6e-. 
schwindigkeit zu geben. Wir setzen also U (0) = 0. Die so modifizierte 
Formel wurde zuerst von Boussinesq gef unden. 

Das Problem der Kugel enthalt als speziellen Fall das Problem der 
ebenen Wand. Die Regel, welche wir oben zur Losung des Problems 
der Kugel gegeben haben, kann auch zur Losung des Problems der 
ebenen Wand verwendet werden. 


lOii. Das zweidimensionale Problem. 

Mit dem Problem der Kugel eng verwandt ist endlich die entspre- 
chende zweidimensionale Aufgabe, also das Problem des Kreiszylinders. 
Die Methode, welche uns die Losung des* Problems der Kugel gab, laBt 
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sich auch zur Losung des Problems des Kreiszylinders benutzen. Die 
Rechnungen sind im zweidimensionalen Falle wesentlich einfacher als 
im dreidimensionalen. Wir gehen deshalb nicht auf diese Rechnungen 
ein, sondern begniigen uns damit, ihr Ergebnis in dem folgenden Satz 
zusammenzuf assen : 

Um das System: 


= 0 (; = 1 , 2 ) 


dui dp . duj 

^>0 und mit den Nebenbedingungen: fur 
^ = 0, r > a und fiir t > 0, r -> oo : W;* = 0; fiir r = a: Uj^ Ujy zu 
losen, bestimmt man zuerst zwei fiir r > a regulare und in 
unendlicher Feme verschwindende Losungen 0 und 0 der 
Laplaceschen Gleichung mit zwei Veranderlichen, welche 
fiir r = a den Bedingungen: 

dn dr 27tJ 


2n 


d0 

d n 




genugen, wo Un und J7^die durch dieBeziehungen Xi = rcos&, 
X 2 =r sin Un = cos ^ + t/g sin cos sin d f est- 
gelegten Bedeutungen haben. Man bestimmt dann eine fiir 
^ > 0, r > a regulare, fiir ^ = 0, r > a und fiir ^ > 0, r oo ver- 
schwindende Losung der Vektorgleichung: 

yj==vAff, (; = 1,2) 


welche fiir r = a den Bedingungen geniigt: 





+ 


co&&d0{T) sini? d0{r) 
a dd a d'd 


dr, 



smdd0{T) 
a dd 


C08& d0(r) j 

— dr. 

a d'd 


0 0 

Man bestimmt schlieBlich eine fiir r > a regulare, in unend- 
licher Feme verschwindende Losung der Laplaceschen 
Gleichung, die auf dem Kreise r = a den Wert ydiv/an- 
nimmt. Dann gilt an demselben Kreise; 
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§ 11. Die StokesBohen Gleiohungen 


liT ~ ” 5^ cliv/- ^ 

und die Losung des Problems ist: 


2n 

"<=W+^l*+'*^* + -I-* ' - ' 1 . - 1. 2) 


P = - j + <^* + C^nCOfli^-logrl- 


§ 11. Die Stokesschen Oleichnngen. Ein Ellipsoid mit 
konstanter Geschwindigkeit. Die Formeln von 

Oberbeck. 


Unter den speziellen hydrodynamischen Randwertaufgaben, deren 
Losung bekannt ist, gibt es eine, die ein so groBes Interesse besitzt, 
daB wir bier einen Bericht dariiber geben wollen. Es ist die zuerst 
von Oberbeck behandelte Aufgabe, eine Losung der Stokesschen 61ei- 
chungen: 

2“^-0 (,- 1 , 2 , 3 ) ( 1 ) 


zu bilden, welche auBerhalb des Ellipsoids: 



( 2 ) 


regular ist, in unendlicher Feme den Bedingungen Uj — 0 und am El- 
lipsoid den Bedingungen Uj — Uf geniigt, wo Uj Konstanten sind. 
Durcb die Gleichung: 


+ X 


+ 


+ 


+ X ' c^ + X 


1 


(3) 


und die Bedingung A > 0 definieren wir eine Funktion X{x-y, x^, x^). 
Wir setzen: 


: + 


+ ■ 


(a^-f A)* ^ (6*-hA)*^ (c^-f A)2 


= Z), 


W-HA)(62 + A)(c*-f A)=W(A), 

dlogW(A) 1( 1 L_4 ._J_UFm 

dA 2 lo2-f'A 6* + A c* -f A- j 


( 4 ) 
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Wir erhalten aus (3) durch Differenzieren: 


Folglich: 


dX 

® r»; “ ST J 


dX X, 


OX X3 dX 


a^+ X dxj 5* + A dxj + X dx^ 

Nochmaliges Differenzieren der Gleichungen (3) ergibt: 

? ?i!._ , *2^ , 

dxi® “ a2 + A (a* + A)2 I(a2 + Xf + X)^ 


( 5 ) 

( 6 ) 


Folglich wegen (5) und (6): 

dn 




+ A)®j \dxj 


usw. 




d lo^{X) 
dX 


( 7 ) 


Wir betrachten jetzt die beiden Funktionen: 


Q{x^, Xg, Xg) = Ttabc 


1 i :^2_ j _ 

^ + 5 6‘^ + s ^ 


00 

/(s 


ds 

W{s) ’ 


Wir habcn: 


und: 


^=2;.a6c 

oxi J (or + i 


ds 

s) W (s) 


usw. 


d^Q 


dx-^ 


oc 

27tabc}^J 


ds 1 x’j OX 

\J {a? + 5) Pf ( 5 ) W (I) cfi + X dx^ 


usw. 


Folglich wegen (4) und (5): 


AQ = 4:7iabc 


00 

Ferner wegen (6) und (7): 


4a&c 

W{xyD\ 


(^a)-Aiogif(A)j=o. 
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§ 11. Die StokesBchen Gleichungen 


Wir versuchen unsere Aufgabe durch den Ansatz: 




( 2 ) 


dxjdxjc 


zu losen. Dieser Ansatz befriedigt fiir alle konstanten Werte von 
und die Gleicbung = 0. Wir baben ferner: 

Die Bewegungsgleicbungen sind also erfiillt, wenn wir: 
p = — 2^aP + Konst. 


setzen. Auf dem Ellipsoid (2) haben wir A = 0 und : 

d^Q __ o ^ I r dX \ d^Q 

dx^ — jta cy Ijl ^ ^3 dxj^ dxidajg 

dx dX 


271X2 


usw., 


Wir sehen hieraus, daB die Bedingungen: Uj = Vj am Ellipsoide er- 
fiillt sind, wenn wir den Konstanten AP und AP die Bedingungen: 


j(2) _ jW a(2) _ ^ ^(1) A2) _ ^ jW 


QO 

a6cj4‘' / 


is 

W^{s) 


+ 27tAf^j 


ds 


{a^ + 5) TT (s) 


= usw. 


auferlegen. Wir setzen: 


abc 


QO 

/; 


ds 


{a^ s)W (s) 


= P,U8W., = = 


Xo 


und erhalten: 




( 1 ) 


U, 


Xo+ a^Pi 


, 4’’ 


AW _ 
, /I3 


Xo+^’‘P2 




Das Problem ist hiermit gelost. Wenn wir iiber die gefundene Bewe- 
gung der Fliissigkeit eine translatorische Bewegung mit der konstanten 
Geschwindigkeit Uf = — Vj iiberlagern, erhalten wir die Bewegung einer 
Fliissigkeit, die mit konstanter Geschwindigkeit Z7 an einem ellip- 
soidformigen Korper voriiberstromt. Um die Resultante der Krafte zu 
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berechnen, welche die Fliissigkeit auf den Korper ausubt, benutiien 
wir dieselbe Methode wie im 7 . Paragraphen. Wir berechnen das Integral : 




WO die Integration iiber eine mit dem Ellipsoide konzentrische Kugel 
erstreckt wird. Wir haben fur groBe JR-Werte: 




4:7tabc 


X 


__ 2abc 
^ ~R~ 


und erhalten mit Hilfe dieser Werte leicht:] 

/(- {Iv, + )) 

Die Komponente der Kesultante in der Richtung der ^i-Achse hat 
also den Betrag: 

IQuzfjLabcUi 
Xo + * 

Dies ist die Formel von Oberbeck. 

2 

Wenn wir a^b^c setzen, so erhalten wir; Pf^ = Xo = 2a‘^. Die 

o 

Resultante der von der Fliissigkeit auf den Korper ausgeiibten Krafte 
ist in diesem Falle also: — 6 Ttfx all, Wir haben hiermit die Stokessche 
Formel wiedergefunden. Mit anderen speziellen Fallen der Formel von 
Oberbeck werden wir uns beschaftigen, nachdem wir die Formel er- 
weitert haben. 
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Angen&herte L^sungen von Randwertanfgaben 
bei den Stokesschen Difterentialgleichnngen 
fup station^re Bewegnng. 


§ 12. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand. 


12 1 . Berechnung des Widerstandes. 

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daB die Fliissigkeit den 
Halbraum Xq> 0 erfiillt. In dieser Fliissigkeit soil sick ein kugel- 
formiger Korper mit konstanter Geschwindigkeit U in beliebiger 
Kichtung bewegen. Unter der (offenbar im allgemeinen nicht genau 
giiltigen) Voraussetzung, daB die Bewegnng der Fliissigkeit als sta- 
tionar anfzufassen ist, wollen wir diese Bewegnng nnd die Resnltante 
der von der Fliissigkeit anf den Korper ansgeiibten Krafte berechnen, 
Wir benntzen ein Bezngssystem, dessen ccg-Achse gegen die ebene 
Wand senkrecht ist nnd den Mittelpnnkt der Kngel enthalt, wahrend 
die ^liCg-Ebene mit der Ebene der Wand znsammenfallt, nnd die 
nnd iCa-Achsen beliebige, aber feste Richtnngen haben. In bezng anf 
dieses System ist die Bewegnng der Fliissigkeit eine Stromnng mit 
den konstanten, d. h. vom Orte nnabliangigen Komponenten — 

— t/g, 0 nnd eine dariiber gelagerte Bewegnng, deren Komponenten 
wir mit Uj bezeichnen wollen. Indem wir mit Stokes die in den GroBen 
U nnd u qnadratischen Glieder vernachlassigen, erhalten wir wie in 
§ 9, 1 S. 97 znr Bestimmnng der GroBen Uj die Gleichnngen: 


fxAuj 


dp 


^-0 

OXj 


( 1 ) 


mit den Nebenbedingnngen: fiir ^ 3 = 0 nnd fiir x^-^ w/ = 0 ; an 
der Oberflache der Kngel r = a: Uj. Wir haben hier: 


+ ajj* + {x^ — Z 3 W) * = r 
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gesetzt, wo die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel von der 
festen Wand ist. Wir setzen im folgenden: 

+ IgW) 2 = r. 

Wir haben im 9. Paragraphen die Bewegung berechnet, welche 
eine stationar bewegte Kugel in einer den ganzen Raum erfiillenden 
Fliissigkeit hervorruft. Fiir die Komponenten jener Fliissigkeitsbewe- 
gung erhielten wir S. 110 (23) mit unseren jetzt gebrauchten Bezeich- 
nungen: ^ ^ ^ 


V-r-V, 


dxjdxk \ 


/ a^\ 

r) 


und fiir den Druck: 


3 rr 1 

>■ = - 2 '■'‘''•57. 


Diese Bewegung wird in dem jetzt vorliegenden Falle durch die feste 
Wand gestort. Man kann in gewissem Sinne sagen, dafi sich iiber diese 
Bewegung eine durch Reflexion an der festen Wand erhaltene lagert. 
Um die zuriickgeworfene Bewegung zu berechnen, haben wir eine fiir 
a;3>0 regulare Losung des Systems (1) zu suchen, die den Rand- 
bedingungen: 

fiir ajg = 0 : = — TJj + ^ ^ ^ v ' ^ ^ > (^) 

® ^ 2 r 4 ^dx^dxj,\ ^ rJ' ^ ' 

fiir 00 : Uj ~ 0 

geniigt. Wie wir jene Losung in der Gestalt von Doppelintegralen 
darstellen konnen, haben wir im 9. Paragraphen S. 113 gesehen. Es 
gibt aber auch eine einfache, integrallose Darstellung dieser Losung. 
Wenn wir mit uj^ die Komponenten der zuriickgeworfenen Stromung 
bezeichnen, so haben wir: 

fur ; = 1, 2: 

< — 2 >- + i Z f* I*' + -? + ■ ■- + 


GiCgajgt®) 


4- 2a^a;3 


4 ^OxjOx^ 


3^ 

r r 


^ bx^ r I 


f erner : 


“ f'.-T 2:^'. + 




+4''>ai?P- 


S 1 

r r ^ax^r 
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§ 12. Eine kleine Kngel und eine ebene Wand 


Fill den zugehorigen Druck p* gilt: 




A: = 1,2 


^ + 6x,<®> 7t — — + 2o* — 

oxilr ^ 0*3 r 


li 

dxg* r ) ^ 


1 

2 


+ o A* ® ^3 


d 

0x3 


r dx^ r 




dx, 


( 5 ) 


Man verifiziert leicht, daU Uj* und p* dem System (1) und den Eand- 
bedingungen (3) geniigen. 

Wenn wir also das Verhaltnis des Kugelradius zum Ab- 

stand des Kugelmittelpunktes von der Wand so klein annehmen, daB 
wir Glieder von der GroBenordnung aVxgWi* neben 1 vemachlassigen 
diirfen, so haben wir im Mittelpunkt der Kugel, also im Punkte 
0, 0, Xg(®^ mit geniigender Annaherung : 


Mi 


♦ — 


16 x,(<>) 


V, {k =]1. 2), 


*_ 


-- ® V 

8 x,«» 


Die Kesultante der von der Fliissigkeit infolge der Bewegung (2) auf 
die Kugel ausgeiibten Krafte ist nach 9, 5 S. Ill — V. Die 
von der Bewegung (4) abhangigen Krafte haben nach dem Satze von 
Fax6n S. 113 die Kesultante: 


6;r/iaM*(f*W) + :7ro®(gradp’'')p(n, 


wenn wir mit den Mittelpunkt der Kugel bezeichnen. Ein Blick 
auf den Ausdruck (6) fur p* zeigt sofort, daB das letzte Glied des 
obigen Ausdruckes neben dem ersten zu vemachlassigen ist. Die Ee- 
sultante der von m* abhangigen Krafte auf die Kugel hat also die 
Komponenten: 

27 a® 27 o* „ 27 a* „ 

8 XgW 8^ XgW 4 XgCO) 


Die Fliissigkeit iibt also auf die Kugel Krafte aus, deren Eesultante 
in der Her angestrebten Naherang die Komponenten: 


hat. Dieses Ergebnis riihrt von H. A. Lorentz her. 
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12 2. Eine Spiegelungsmethode von H. A. Lorentz. 

Wenn man die Annaherung weiter treiben will, so muB man be- 
acbten, daB die aus (2) und (4) znsammengesetzte Bewegung nicht 
der Bedingung Uj an der Oberflache der Kugel geniigt. Mit an- 
deren Worten : die reflektierte Bewegung w* muB ihrerseits an der Ober- 
flache der Kugel reflektiert werden. Die so erhaltene, doppelt reflektierte 
Bewegung wird wiederum von der Ebene Xg = 0 zuriickgeworfen. So 
kann man fortfahren. Wir wissen aus § 9, daB die Randwertaufgaben, 
zu welchen man durch dieses Verfahren gefiihrt wird, mit Hilfe von 
Doppelintegralen gelost werden konnen. Die Spiegelung in der Ebene 
X3 = 0 kann man indessen mit Hilfe eines von H. A. Lorentz gefun- 
denen Satzes viel einfacher ausfuhren. Nehmen wir an, daB wir eine 
Losung Uji p des Systemes (1) kennen. Man bestatigt leicht, daB die 
Formeln: 

Uf^'> = Uj — 2X3 
W3-- 2X3 
pCS) — p + 2 X 3 

eine neue Losung uf^\ p^^'> des Systemes (1) definieren. Wenn die GroBen 
Up p einen singularen Punkt x/®> (x3^®> > 0) haben, so ist dieser Punkt 
offenbar auch fiir singular. Man kann in diesem Pall, wenn 

x/®^ der einzige singulare Punkt der Funktionen up p ist, von der 
Losung des Systemes (1) ausgehen, die man aus up p durch Fortsetzung 
Tiber die Grenzebene X3= 0 hinaus und durch Spiegelung (im gewohn- 
lichen Sinne des Wortes) der so fiir X3 < 0 erhaltenen Bewegung an der 
x^Xg-Ebene erhalt. Wenn wir fiir einen Augenblick die durch das er- 
wahnte Verfahren aus up p erhaltene Bewegung mit up p bezeichnen, 
so haben wir offenbar auf der Ebene Xg = 0 : = %, w g = Wg, % = — W3. 

Die Losung p^^ des Systemes (1), welche wir mit Hilfe der For- 
meln (6) aus Up p herstellen konnen, erfiillt also auf der Ebene Xg = 0 
die Bedingungen = — Uj (; = 1, 2, 3). Sie ist iiberdies fiir Xg > 0 
regular. Sie stellt also die von der Ebene Xg = 0 zuriickgeworfene 
Stromimg up p dar. — Man bestatigt leicht, daB die GroBen W/*, p* 
in dieser Weise aus den GrdBen (2) abgeleitet werden konnen. 

Mit Hilf e der hier dargelegten Methode haben Stock und Fax4n 
eingehend den Fall untersucht, daB die Kugel sich parallel zur Wand 
bewegt und also = 0 ist. Wir werden im folgenden (S. 194) eine 


duj Xg^ dp 

dxj [x (ixj* 

^Xg fX dXg’ 

dxs ^ ()Xs' 


(? = 1,2) 
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Formel von Faxen mitteilen, welche in einem Grenzfalle den Wider- 
stand gegen die Bewegung der Kugel gibt, den man aus dem Sy- 
stem (1) bei Beriicksichtigung von Gliedern von der GroBenordnung 
erhalten wiirde. 


§ 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder 
zwischen zwei ebenen Wanden. 


13 1 . Einleituiig uiid Darstelluiig des Abstandes JR 
durch Integrale. 


Die Aufgabe, den Widerstand zu berechnen, den eine Kugel er- 
fahrt, welche sich mit konstanter Geschwindigkeit zwischen zwei pa- 
rallelen, ebenen Wanden in einer zu den Wanden parallelen Richtung 
bewegt, hat durch die Kolloidforschung Interesse gewonnen. Eine an- 
genaherte Losung dieses Problems erhalten wir durch das in § 12 dar- 
gelegte Verfahren. Die von der Kugel zunachst hervorgerufene Bewe- 
gung der Fltissigkeit wird von den beiden Grenzebenen zuriickgeworfen. 
Wenn wir auf die Kenntnis des weiteren Schicksals dieser zuriickge- 
worfenen Bewegungen verzichten und die Berechnung schon an diesem 
Punkte abbrechen, erhalten wir fiir die Komponenten der Resultants 
der Krafte, welche die Flussigkeit auf die Kugel ausiibt, die Werte: 


+ .^y| 


( 1 ) 


WO und Zg die Entfernungen des Mittelpunktes der Kugel von den 
beiden Wanden sind. Um genauere Werte dieser Komponenten zu er- 
halten, miissen wir fiir beide reflektierte Bewegungen ihre neue Re- 
flexion an der Kugel und an der anderen Wand untersuchen. So kann 
man fortfahren. Man erhalt auf diese Weise die gesuchten GroBen durch 
unendliche Reihen dargestellt. Die Konvergenz dieser Reihen ist je- 
doch schlecht, und deshalb hat der Forscher, dem wir die Losung dieses 
Problems verdanken, Fax6n, eine andere Method.e benutzt, die immer 
bei solchen Problemen anwendbar ist, in denen Randbedingungen an 
einer Ebene oder an zwei parallelen Ebenen eine Hauptrolle spielen. 

Als wir im 9. Paragraphen die Randwertaufgabe der Stokesschen 
Gleichungen (fiir stationare Bewegung) fiir die Kugel losten, erhielten 
wir die Geschwindigkeitskomponenten und den Druck durch Integrale 
Tiber die Oberflache der Kugel ausgedriickt. In dem einfachen Falle, 
daB die Randwerte JJj vom Orte unabhangig waren, war es moglich. 
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eine einfache integrallose Darstellung der Losung zu finden. In den 
meisten Fallen ist eine solche integrallose Ldsung einer in Integralform 
dargestellten weitaus vorzuziehen. Aber in dem Problem, das wir bier 
zu behandeln haben, liegen die Verhaltnisse anders. Hier ist es zweck- 
mafiig, die einfache Losung des Problems der Kugel bei konstanten 
Randwerten, die wir im 9. Paragraphen (61. 23) erhielten, in Integral- 
form darzustellen. 

Wir gehen von dem Integral*: 


^ r r T/i 


( 2 ) 


aus. Wegen des Verhaltens des Integranden im Anfangspunkte des 
aiagag-Raumes ist dieses Integral nur bedingt konvergent. Um dem- 
selben einen bestimmten Wert zu geben, schlieBen wir zunachst durch 
eine kleine Kugel den Anfangspunkt vom Integrationsbereiche 

aus. Der Grenzwert des so erhaltenen Integrales bei e 0 soil der Wert 
von (2) sein. Um diesen Wert zu berechnen fiihren wir im a-Raum 
Polarkoordinaten ein. Wir erhalten, wenn 0 der Winkel zwischen den 
beiden Vektoren und ay ist: 




WO die Substitution: aR = P unmittelbar zeigt, daB C eineKonstante ist. 
Um C zu bestimmen, bemerken wir, daB: 


2 r ^ 2 fsin(afl) , 

C = - a/i — sin(ai 2 ) -3 =— — - - d:a=l**. 

dR^\2 I dR^TzJ^ a® tzJ a 

0 0 


Wir haben also: 


( 3 ) 


Wir wollen in dem Integral rechts die Integration in bezug auf a, 
ausfuhren. Wir betrachten also das Integral: 



— 00 




d 


♦ Wir schreiben der Kurze wegon und in tlberoinstimmung mit dem hier ge- 
folgten Brauohe statt: + ^eder: 

** Man vgl. z. B. Courant -Hilbert, Methoden der mathomatiBchen Physik. I, S. 66. 


10 0 s e e n , Hjdrodynamik 
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Wir nehmen zunachst an, daB und Og bestimmte Werte haben, 
welche der Ungleichung > 0 geniigen. soli dann alle 

reellen Werte zwischen —oo und + oo durchlaufen. Wenn wir eine kom- 
plexe a 3 -Ebene einfiihren, konnen wir indessen den Integrationsweg 
in dieser Ebene beliebig verschieben, wenn nur dabei die Endpunkte 
fest bleiben. Wir benutzen diesen Umstand so, daB wir, wenn Xg > 0 
ist, den Integrationsweg in seinenmittlerenTeilennachoben 
verschieben, dagegen wenn X 3 < 0 ist, nach unten. Dabei wird 
einer der beiden singularen Punkte: 


Ug = + i = + ik 

iiberschritten. Er gibt zu einem Glied: 


1 

27tk^ 




AnlaB. Dagegen verschwindet das Kurvenintegral bei unbeschrankter 
Verschiebung des Integrationsweges nach oben (wenn Xg > 0 ) oder nach 
unten (wenn Xg < 0 ). 

Wir zerlegen jetzt unseren Ausdruck (3) fiir R in zwei Teile: 


4- 00 




gdUg 


— 00 


a,» fa,«<e* 

— » ^ U, < 4- QO 




Der erste Teil laBt sich nach dem Obigen, wenn | Xg | > 0 ist, in 
der Form : 

4- 00 

2^/ e<(‘“*>+“***>-*l**l} (1 + *3!) 

— 00 ® 

uj* 4* ‘‘a* > 


schreiben. Den zweiten Teil wollen wir im Grenzfalle e = 0 berechnen. 
Wir haben offenbar, wenn d irgend eine positive GroBe ist: 


1 dctg ^^3 


ai*4-«a < « 

— 00 5 a, 5 4" * 

a|*4-«a*<e* 

— ^ ^ rtfi4' ^ 

ai*4‘Oa*<** 


da^dagdag 
2j2 * 


-i55a,4<J 
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Bei der Bereclinxiiig unseres Integrals haben wir nach der obigen 
Festsetzung zuerst den Anfangspunkt durcb eine kleine Kugel, deren 
Mittelpunkt der Anfangspunkt ist, auszuschlieBen. Wir haben unter 
diesen Umstanden: 


lim — 

e -> 0 


i/// 




(ajXj) da^da^da^ 


= 0, 


da die Elemente des Integrals sich zu je zwei aufheben. 
Man findet ferner: 


r 1 r r r da.da^da^ . 


,* = 1.2, 3) 




weil das Integral unbedingt konvergent ist. 
Wir haben folglich, wenn ja^gj > 0 ist: 




R = \im j J*{1 — 

^ — CO 

Wir konnen diese Gleichung in der einfacheren Form: 


jB = J J{1 _ e««. *. + * I 1) (1 + * I *3 1) — (4) 

— 00 

schreiben, wenn wir ubereinkommen, daB bei der Berechnung der 
linken Seite der Anfangspunkt zunachst durch einen kleinen Kreis 
ausgeschlossen und nachtraglich der Grenziibergang 
£ -► 0 vollzogen werden soil. 

Man sieht leicht, daB die Gleichung (4), wenn | ccg | > d > 0 ist, be- 
liebig oft in bezug auf x^, differenziert werden darf. So z. B. 
erhalten wir: 

4" 00 

= (l + *ix3l)rfairfa3 (5) 

^ — 00 

= = —f f (6) 

R 2 ^TzJ J Jc 

— 00 

USW. 


10 * 



148 § 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder zwischen zwei Wanden 


Die Formel (6) hat eine sehr groUe Bedeutung. Man kann in 
anderer Weise zu dieser Formel gelangen, indem man von dem In- 
tegral: 

-f- « 

1 rr da^da^da^ 

27iV J J Cl* + Oj® + 

— 00 

auBgeht. Doch ist diese Beweismethode wesentlich komplizierter als 
die oben benutzte. 


132. Ei nsctzung der so ge wonnenen Darstellungen von JS us w. 
in die Stokcssche Formel behufs Gewinnung 
allgemeiner Integrale. 

Wir kehren zu unserem hydrodynamischen Probleme zuriick. Wir 
legen den Anf angspunkt in den Mittelpunkt der Kugel und die Achse 
mit derBewegungsrichtung der Kugel parallel. Die ebenenWandemogen 
die Gleichungen und Xq= — Zg baben. Die Bewegung, welche 

die Kugel in einer den ganzen Raum erfullenden, mit der Geschwin- 
digkeit — 0, 0 stromenden Fllissigkeit hervorrufen wiirde, ist durch 

die Stokessche Formel (24) S. 110 gegeben, wenn wir in dieser Formel 
[/g = [/g = 0 setzen. Mit Hilfe der oben entwickelten Beziehungen 
finden wir leicht die unten angegebenen Ausdriicke fiir Uf und p: 


4 - 00 

(1 + M >i,i) + 

(1 + A: i X3 I) + ^^jda.da,, 

— 00 

— 00 

— oo 


( 7 ) 


In diesen Formeln hat c die Bedeutung 

Die Losungen der Stokesschen Gleichungen, welche durch die obigen 
Formeln definiert werden, sind iiberall mit Ausnahme vomAnfangs- 
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punkte regular. Selbstverstandlicli ist dies nicht die einzige Losung der 
Stokesschen Gleichungen, welche diese Eigenschaft hat. Man kann viel- 
mehr z. B. durch partielle Differenzierung der schon gefundenen Lo- 
sung in bezug auf oder Xg, eine unbeschrankte Zahl von solchen 
Losungen herstellen. Wir werden im folgenden eine Losung der Sto- 
kesschen Gleichungen von der folgenden Form benutzen: 


— 00 

-f- 00 


— — da^da^, 

-f 00 


— CO 

+ CD 


( 8 ) 


9i9 92 9 9z unbekannte Funktionen von , Ug , von denen 

wir nur annehmen, daU sie die Eigenschaften haben, welche notig sind, 
damit unsere Integrale (8) einen Sinn haben und wir sie unter den In- 
tegralzeichen (w^, Wg, zweimal, p einmal) in bezug auf x^, x^ 
differenzieren diirfen, Man verifiziert unter diesen Voraussetzungen 
umgekehrt leicht, daB Uj, p den Stokesschen Gleichungen fiir sta- 
tionare Bewegung geniigen. Wie aus dem oben Gesagten ersichtlich 
ist, konnen wir den Bedingungen Uj = 0 an der Oberflache der Kugel 
R = a durch den Ansatz : 

9^1 = 5^2 = — 93 = c='iaU^ 

geniigen. 

Neue Losungen der Stokesschen Gleichungen, welche mit (8) nahe 
verwandt sind, sind die folgenden: 
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■“i* "" i// e*<“**'+“***>-**‘|^ + r ^ + 

— oo 

a ^ ) 

H ^ ^30^6 I > 

4“®® 

HI *«2 ly + ^ 94(1 + ^* 3 ) - 

— 00 

•4“ QD 

I — fl's — ^ ?4®s + 

— 00 

ZOL I 

+ +hx^)]^daidaz, 

+ 00 

p* = J e<(«.*.+a.*.>-**. 1^|_ + Z;|7g| ; 


( 9 ) 


“ ** " 




Ct “ d “ \ 

^ 9^7 (1 ^^ 3 ) + ®3S^9 I > 

M2** = ^// e««**‘+»***>+*** tcj jl? + ^ g^{l-kx^) - 
— « 

— ^*399}‘^«i‘^«2> 

/ . 

1 98 — 972^3 + 

— 00 

%(JL I 

+ -jp99(l— *»3)p«l<^“2. 

+ 00 

p* • = J' e<(“i»»+«i*«)+ta'« { — g^ — kgg ) daida2 • 


( 10 ) 


tJber die Funktionen <; 4 , g^, g^', g^, g%, g^ machen wir ahnliche An- 
nahmen wie betrefEs der Funktionen g^, g^, g^- Aus der formalen 
Analogie mit (8) folgt unmittelbar, dafi sowohl Uj*, p* wie Uj**, p** 
den Stokesscben Gleichungen fiir stationaie Bewegung geniigen. 
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138. Ansatz znr L6sang nnd zur Widerstandsbereohnung. 


Wir betrachten jetzt eine Fliissigkeitsbewegung mit den Kom- 
ponenten Uf + + u/**. Wir bestimmen die Funktionen g so, daB 

jene Bewegung uns eine angenaherte Losung unseres Problems ergibt. 
Wir fordern zunachst, daB die Geschwindigkeitskomponenten an den 
ebenen Wanden x^ — l^, Zg = — Zg Werte — [Jj, 0, 0 annehmen. 
Dieses bewirken wir dadurch, daB wir die Funktionen g der Bedin- 
gung imterwerfen, daB fiir Zg = + und Z 3 = — Zg und fiir j =1,2,3 
die Summe der Integranden in unserem Ausdrucke fiir w/ + w/* + 
verschwinden soil. Wir erhalten hieraus sechs lineare und homogene 
Beziehungen zwischen den Funktionen gr. Wirsetzen = 
und haben dann: 




f 9i 9 97- 


8 ^ 8 , ^ I 


92+95+ 9sh — 2^1 g,8i — + jf* + 9»h) = 0 , 

Z OL 

— 92 — 95 + 9ah + h^Mga + 9e- 99^i) + (ffa + S'e + S'gSi) = ^ , (11) 

% OL 

92+ 98 + 95^2 — 2^2 Y 9ih + hi<h{93 + ^9 + 9'«»2) = 0 , 

9'2 + i/s — 95^2 + hi^i{93 +90- 95h) + ^ + ^9 + 9a«2) = 0. 


Zur Befriedigung der Bedingung Uj = 0 an der Oberflache der 
Kugel verfiigen wir liber drei Funktionen g. Offenbar geniigt diese 
Zahl nicht, um die Eandbedingungen exakt zu erfiillen. Um eine an- 
genaherte Losung unseres Problems zu bekommen, konnen wir so 
vorgehen, daB wir den Funktionen angegebenen 

Werte: c, — \cia^a^, 0 geben und dabei c = \alJ-^ setzen. Die Be- 
ziehungen ( 11 ) geben dann die Werte der Funktionen 5 ^ 4 ... Wir er- 
halten so die Storung, welche unsere ruhende Kugel in einer mit der 
Geschwindigkeit — Z7i,0,0 stromenden, den ganzen Raum erfiillenden 
Fliissigkeit hervorrufen wiirde, und dariiber gelagert die Bewegung, 
welche durch die Reflexion dieser Storung von den Wanden entstehen 
wiirde. Mit Hilfe des Satzes von Fax4n (§ 9 S. 113) konnen wir die 
Resultante der Krafte berechnen, welche die Fliissigkeit unter diesen 
Umstanden auf die Kugel ausiibt. Wir konnen aber auch einen etwas 
anderen Weg gehen. Wir konnen die drei Funktionen gr, welche zu 
unserer Verfiigung stehen, so bestimmen, daB die Mittelwerte der 
Geschwindigkeitskomponenten Uj + w/* + w/* * an der Oberflache der 
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Kugel verschwinden. Wenn wir dann die Geschwindigkeit in zwei Teile : 

Uf* + %** — ^^ 2 J {Uj* + Uj**)dS und u, - JufdS 

Jt = a R = a 

zerlegen, so wird nach dem Satze von Faxen (vgl. § 9 (28) S. 113) der 
erste Teil keinen Beitrag zu unserer Eesultante geben. Die Eesultante 
riihrt also nur vom zweiten Teile her und zwar vom ersten Gliede 
dieses Teiles, weil das zweite Glied eine iiberall, auch im Innern der 
Kugel konstante Geschwindigkeit gibt, die keinen Beitrag zur Ee- 
Bultante geben kann. 


134. Durclifuhrung in speziellen Fallen. 

Wir behandeln im folgenden nur den einfachsten und wichtigsten 
Fall, namlich denjenigen, bci dem die Kugel sich gerade in der Mitte 
zwischen den beiden Wanden bewegt und also ist. Wir sctzen 

in diesem Fall = Zg = Z, 5^ = Sg = ^i^ benutzen die zuletzt er- 

wahnte Methode und suchen also so zu bestimmen, daU 

J {Uj + = 0 {j — 1, 2, 3). 

Ji sa a 

Aus geometrischen Griinden ist nun immittelbar klar, daB zwei von 
diesen Gleichungen identisch erfiillt sind. Wir konnen deshalb auch 
jetzt: 

9^1 =c, ^2= — 173=^ (12) 

setzen. c soli aber jetzt keineswegs den Wert |oZ7i haben, sondern 
muB vielmehr aus der Bedingung: 

v + «!**)“? = 0 (13) 


bestimmt werden. — Der Ansatz (12) gibt nun unmitteibar fiir 
i2 = a:«i= — — . Aus § 9 (27) und (28) S. 113 folgt femer : 

i> CL 


1- ((u* + u**)^ - iu* + u**) + 'l 


/J «= a 


Zur Bestimmung von c erhalten wir also die Gleichung: 


4 - f* 

XT . ^ ^ / U. . * *V , 


^2 dp**] ^ 
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Da Wj*, p*, p** c als Faktor enthalten, so konnen wir die 

letzte Gleichung in der Form: 

d(p* + p**) 
dx^ 

auflosen. 

Wir haben oben gesehen, daB die resultierende Kraft auf die 
Kugel nur von den Geschwindigkeitskomponenten Uj oder wie wir 
auch sagen konnen, von Ui+ abhangt. Wir wissen ferner, 

4 c 

daB diese GroBen sich nur durch den Faktor _ von den GroBen 

o d LJ 

§9 (23) S. 110 (mit U 2 = f^ 3 = 0 ) unterscheiden. Nun erbielten wir 
in § 9 aus der Formel (23) fiir die Komponenten der resultierenden 
Kraft auf die Kugel die Werte — GTifiaUj. Wir schlieBen hieraus, daB 
jetzt die Komponenten der Resultierenden — 87rpc,0,0 sein miissen. 
Fiir den Betrag der Kraft auf die Kugel erhalten wir: 




l + A|(V + %-)o+8fe 


Snfjic = 


(«1* + V*)o+ 


^3 /()(p*-|- p**) 


Unsere Aufgabe wird durch die Formel (14) auf die Berechnung 
des Nenners auf der rechten Seite dieser Gleichung zuriickgefiihrt, Wir 
schreiben diesen Nenner: 


V + V* + 


0(p*+P**) 
6 ()xi 


und haben nach (9) und (10): 


— CO 

(I + + l -^-(g'4 + fl'7-*9'6+%9)U«i‘^«a- 


Die Gleichungen (11) geben in'unserem Falle (^^ = Sj = 

9^3 = ^) • , 

gi _ 2skg2 

9i-9i- — Tqrj . 96 99-— ~ 

2^8(s — l)i7^ 

‘(s2 — 1) (s + 1) ’ 

g ^ ^ itg 

__ _ 2lsk — 5+1 2liai 5+1 

9s- 98= g2ZrilYs~i 9i- k *2 z: 4/ AT- T • 
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Wir haben aoBerdem; = c, ^2 = i ciojO*. 

Wir tragen die gefundenen Ausdriicke fiir die Funktionen g in 
(15) ein und schreiben das Ergebnis in der Form; 


4c 

3Z 


A + 


4co® 

W 


B- 


4ca* 

W 


C. 


A, B, C sind bier Zahlen, welche dutch die Gleichungen: 

4* ^ V 

. 31 f f /2 1 2laj^ , 

F/s + 1 > s2'_4?jfcs-ir“^ 

— CD 

^ Pj r n 2lks — s + 1 
~^47tJJ 1 k s^—ifks—l k 

flO 

I'ly] 


s + 1 

211cs{8 — \) 


+ 00 


(s^— 4lks — 1) (5 + 1) 


00 

h = ia^ + Oj* , s = e® 


p2tk 


definiert werden. 

Wenn man in der — Ebene Polarkoordinaten einfiihrt, so 
kann man, wie unmittelbar ersichtlich ist, die Integration in bezug 
auf den Winkel sofort ausfiihren. Fiir die Ausfiihrung der letzten 
Integration ist man dagegen auf numerische Eechnung angewiesen. 
Fax6n findet so: ^4 = 1,004, B = 0,418, C = 0,169. Eine Kugel, welche 
sich in der Mitte zwischen zwei parallelen ebenen Wanden in einer 
mit den Wanden parallelen Eichtung und mit der Geschwindigkeit 
bewegt, erfahrt also, wenn a der Eadius der Kugel und 21 die Ent- 
fernung zwischen den Wanden ist, einen Widerstand: 




1 — 1,004 j + 0,418 I* — 0,169 • ~ 

Glieder von der GroBenordnimg sind hier vernachlassigt worden. 

Fax6n hat diese theoretische Formel mit Messungen von Westgren 
verglichen. Die Gbereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung 
war gut. 
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Fax 6 n hat auch den Fall 1^=^ untersucht. Er findet in diesem 
Fall, unter Voraussetzung, da 6 die Kugel sich frei um ihren Mittel- 
punkt drehen kann: 

1 - 0,6526 ®- + 0,1475 “3 - 0,131 0,0644 

n n n n 

Fax 6 n hat endlich eine Formel fiir die mittlere Geschwindigkeit 
berechnet, mit welcher eine Kugel mit der Dichte q und dem Radius 
a in einer Fliissigkeit mit der Zahigkeit fi und der Dichte Qp fallt, 
wenn die Kugel zwiachen zwei vertikalen parallelen Wanden mit der 
Entfernung 2L eingeschlossen ist. Dabei wurde angenommen, dafl die 
verschiedenen Lagen der Kugel zwischen den Wanden dieselbe Wahr- 
scheinlichkeit haben. Fax4n fand unter diesen Voraussetzungen fiir 
die Geschwindigkeit V : 

^ "" WH 1 ^ I (3 ^)”( 1 — + ( 1 - 0 ) (1 — H) - C 1 + , 

___5 _1 1 , « 

16(1- 64f/(3- //)s ''" l28'^ 

H=1-y, S 3 = 1,20205 , C = 0,57722 . 

1j 

Ra und Rb sind, wenn H in der Nahe von 1 liegt, kleine Kor- 
rektionsglieder. Fiir H = 0,9 findet Fax 6 n Ra = 0,0340, Rb = 0,104 ; 
fiir H = 0,85: Ra = 0,0352, Rb = 0,108. 


135. Das zweidimensionale Problem. 

Das zweidimensionale Problem, das der hier behandelten Aufgabe 
entspricht, ist die Berechnung des Widerstandes einen Kreiszylinders, 
der sich zwischen zwei parallelen ebenen Wanden in einer zahen Fliis- 
sigkeit bewegt. Prof. Bairstow, Fraulein Cave und Fraulein Lang haben 
dieses Problem fiir den speziellen Fall gelost, daB der Zylinder sich 
in der Mitte zwischen den Wanden befindet und die Entfernung zwi- 
schen diesen fiinfmal groBer als der Durchmesser des Zylinders ist. 
Sie finden unter diesen Umstanden fiir den Widerstand pro Langen- 
einheit des Zylinders 2,2^71 Eine neuere Berechnung von Harri- 
son gab fiir dieselbe GroBe den Wert 5,21;r//Z7i. Mit der in diesem 
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§ 14. Zwei Kugeln in einer Fliissigkeit 


Paragraphen behandelten Anfgabe ist femer nahe verwandt die Frage 
nach dem Widerstande, den eine Kugel erfahrt, die sich langs der 
Achse einer mit Fliissigkeit gefiillten Rohre bewegt. Dieses Problem 
hat Ladenburg auf Grundlage der Stokesschen Gleichungen behandelt. 
Wir werden im folgenden Kapitel S. 196 auf diese Frage zuriickkommen. 


§ 14. Zwei Kugeln in einer Fliissigkeit. 

14 1. Einleitung nnd Satz von Fax4n fiber die Wechsel- 
wirknng zwischen zwei Kngein von derselben Grofie. 

Wenn zwei Kugeln sich in einer zahen Fliissigkeit bewegen, so 
wird die Stromung der Fliissigkeit in der Umgebung einer dieser Ku- 
geln nicht nur von der Bewegung dieser Kugel, sondern auch von 
der Bewegung der anderen Kugel abhangen. Die Krafte, welche die 
Fliissigkeit auf einen dieser Korper ausiibt, wird folglich von der Be- 
wegung des anderen Korpers beeinfluBt. Die beiden Kugeln iiben mit 
anderen Worten durch Vermittelung der Fliissigkeit scheinbare Krafte 
aufeinander aus. Diese Krafte verdienen von mehreren Gesichts- 
punkten aus Interesse. Unter anderem haben sie Bedeutung fiir die 
Kolloidforschung. 

Wir stellen uns zunachst die Frage : welche Krafte iibt eine zahe 
Fliissigkeit auf zwei gleich groBe, gleich schwere mit derselben kon- 
stanten Geschwindigkeit darin fallende Kugeln aus? Um diese Frage 
zu beantworten, bemerken wir zunachst, daB die Krafte, welche die 
Fliissigkeit auf eine Kugel ausiibt, auf eine Resultierende durch den 
Mittelpunkt und auf ein Drehmoment um denselben Punkt reduziert 
werden konnen. Wenn keine anderen auBeren Drehmomente auf die 
Kugeln wirken, was im allgemeinen der Fall sein wird, wenn der 
Schwerpunkt jeder Kugel mit dem Mittelpunkt zusammenfallt, so 
kann die Bewegung nur dann stationar sein, wenn jene Drehmomente 
verschwinden. Dies wird im allgemeinen bei rein translatorischer Be- 
wegung der Kugeln nicht der Fall sein. Jede Kugel muB sich infolge- 
dessen um eine durch den Mittelpunkt gehende Achse drehen, die 
sowohl auf der Translationsrichtung wie auf der Verbindungslinie 
zwischen den Mittelpunkten der Kugeln senkrecht steht. Wir be- 
zeichnen mit Vj die Komponenten der translatorischen Bewegung, 
mit und die Komponenten der auf die Kugeln wirkenden 
Resultierenden und mit und die Komponenten der Dreh- 
geschwindigkeiten. 
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Wegen der linearen Form der Stokesschen Gleichungen miissen 
Kp\ o)p'> und co/ 2 ) lineare und homogene Funktioneii der Grofien 
Vj sein. Wenn wir die Eichtung des Vektors JJ umkehren, miissen 
also Kp\ und wP^ ilire Vorzeichen wechseln. Wir gehen 

jetzt von einer stationaren Bewegung des ganzen Systems aus, kehren 
zunachst den Vektor JJ um und drehen dann das System um 180® 
um eine Achse, welche sowohl auf der Bewegungsrichtung der Ku- 
geln wie auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte senkrecht stelit 
und welche jene Verbindungslinie gerade in der Mitte zwischen den 
beiden Kugeln schneidet. Die Kugeln bewegen sich nach diesen beiden 
Operationen wieder mit der Geschwindigkeit JJ, Die Resultierende auf 
die erste Kugel ist wieder die auf die zweite Andererseits 
haben die beiden Kugeln durch die beiden Operationen ihre Platze 
gewechselt. Die Resultierende auf die erste Kugel muB also den Wert 
die Resultierende auf die zweite Kugel den Wert haben. 
Daraus folgt, daB also sein muB. In derselben 

Weise sehen wir, daB = — o^p^ ist. Wir haben damit den von 
Faxen gefundenen Satz bewiesen: 

Wenn zwei Kugeln von derselben GroBe und mit der- 
selben Schwere unter dem EinfluB dieser Schwere in einer 
den ganzen Eaum erfiillenden Fliissigkeit steigen oder sin- 
ken, so hat die Resultierende der von der Flussigkeit auf 
eine Kugel ausgeiibten Krafte fiir beide Kugeln dieselbe 
Richtung und denselben Betrag. Die Entfernung und der 
Hohenunterschied zwischen den beiden Kugeln werden also 
durch diese Krafte nicht geandert. Dagegen gerat im allge- 
meinen jede Kugel in eine Rotation um eine durch den Mittel- 
punktgehende, gegendieVertikalebene, welche beide Mittel- 
punkte enthalt, senkrechte Achse. Die Drehgeschwindig- 
keiten haben denselbenBetrag, aber entgegengesetzteRich- 
tungen. 


142. Erste NSherung bei Kugeln mit verschiedenen Radien. 

Wir wollen jetzt fiir zwei Kugeln mit verschiedenen Radien, 
und Og, die Resultierenden und in erster Naherimg berechnen. 
xp^ und xp^ seien die Koordinaten der Mittelpunkte der beiden Ku- 
geln. Unsere Aufgabe ist, eine Losung der Stokesschen Gleichungen: 


fJL A Uj = 


dp 

dx/ 



( 1 ) 
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§ 14. Zwei Kugeln in einer Fliissigkeit 


zu finden, welche auBerhalb der beiden Kugeln regular ist und welche 
den folgenden Randbedingungen geniigt: 


fiir = {xj — xf^'^Y = ^2 = 

fiir = (a;/ — xp^^f = = C/j, ^2 = ^3 = 0, 

fur^jR2 — ar.;2 -> 00: wy -► 0. 


Eine angenaherte Losung dieser Aufgabe iGinden wir in der folgenden 
Weise. Wir suchen zuerst eine auBerbalb der Kugel = regulare 
Losung der Gleicbungen (1), welche an dieser Kugel den 

Bedingungen = vP^ (^ = 1> 2, 3) geniigt, wo die Komponenten 

eines konstanten Vektors sind. Diese Losungen konnen wir ofEenbar 
in der Form: 

m/ 1) = «*a), p(i) = p^(i)v/i) (2) 

schreiben und wir haben nach § 9 S. 110: 




3 a. 




^jk ■ 


4 dxj dxjc 




pW 


3 d 1 

2 r,' 


(3) 


Wir suchen ferner eine auBerhalb der Kugel regulare Losung 

der Gleichungen (1) welche an dieser Kugel den Bedingungen 

My(2) = t;y(2) geniigt, wo vp^ ebenfalls Komponenten eines konstanten 
Vektors sind. Wir haben: 

uf=^Vf^vf, p<^> = Pfe (4) 

Tjfk und haben in diesen Gleichungen leichtverstandliche Be- 
deutungen. Wir versuchen jetzt unser Problem durch den Ansatz 

Wy = + Uf, P = 


ZU losen. Mit diesem Ansatz den Randbedingungen exakt zu geniigen, 
ist offenbar unmoglich. Bei unserer angenaherten Behandlung 
des Problems wollen wir aber die zweiten und hoheren Po- 
tenzen der GroBen ^ 2/^12 (^ 12 ^ = {xp'>—xP'>)^^ ^ 12 ^ 

nachliissigen. Unter diesen Umsttoden ist es gar nicht notig, den 
Randbedingimgen exakt zu geniigen. Es reicht vielmehr vollkom- 
men aus, daB sie durchschnittlich erfiillt sind. Wir legen also den 
GroBen vp'> und vP'> die Bedingungen : 


f. “ + i/“*’ ^ ‘ 

f, = tti ^ r, = o, * 


( 5 ) 
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auf. Aus (27) und (28) S. 113 folgt nun fiir Z = 1, m = 2 und Z == 2, 
tn = 1, A; = 1, 2, 3: 




3 





Wir setzen hier zunachst Z = 1, m == 2. Einsetzen der Werte (2) von 
zeigt sofort, daB das zweite Glied der rechten Seite vernach- 
lassigt werden kann. Wir haben also annahernd: 

(6) 

r, = a. 

Wir erhalten in derselben Weise: 


ht / ^ ( 7 ) 

r, -= a, ^ 

Zur Bestimmung der GroBen und erhalten wir also nach (4) 
und (5) die Gleichungen: 

^(X) 4 . ^( 2 ) Vfl(xf)) = t;0) + vf Vf^(xf^) - 0, Z = 1, 2, 

vf + vW Vf,(xf) = Z7,, t;f) + vW £^p,>(a^2>) = 0, Z - 1, 2. 

Die Auflosung dieser Gleichungen in der hier angestrebten Ge- 
nauigkeit ergibt: 

•i" = - PiW‘>)). <>?> - - »?!(»}'>))■ 

Wir haben also: 

(8) 

Wir konnen dieses Ergebnis in der folgenden Weise deuten. In der 
Umgebung der ersten Kugel sind die Komponenten der von der zwei- 
ten Kugel herriihrenden Stromung annahernd konstant und haben 
(annahernd) die Werte: 

In dieser Stromung bewegt sich die erste Kugel mit einer relativen 
Geschwindigkeit, deren Komponenten: 

sind. Die Resultierende der Krafte, welche die Fliissigkeit auf diese 
Kugel ausiibt, kann nur von dieser relativen Bewegung abhangen. 
Sie hat folglich die Komponenten: 

— Q7z/za^ (< 5^1 — 
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In derselben Weise wirkt auf die andere Kugel die Kraft: 

— ^niJLa^U^{djcx — 

Aufier dem Stokesschen Widerstande wirkt also auf die erste Kugel 
eine Kraft: 

O + -9 ^ 

^ ^12 ^ ^12 

Die Symmetrie dieses Ausdruckes in bezug auf die beiden Kugeln 
zeigt, daB auf die zweite Kugel eine Kraft derselben GroBe und der- 
selben Ricbtung wirkt. Diese Kraft kann als die Besultierende von 
zwei Kraften aufgefaBt werden, von welcben eine dieselbe Ricbtung 
wie die Bewegung der Kugeln hat und also auf die Kugeln beschleu- 
nigend wirkt, wahrend die andere dieselbe Ricbtung wie eine vom 
Mittelpunkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Ku- 
gel gezogene Gerade hat. Jene Kraft hat den Betrag: 


und diese den Betrag: 


9 yt 

^ U2 


TifA 




^ 12 


Diese Satze sind von M. Smoluchowski gefunden worden. 


148, Genauere Pormeln. 

Fur den Fall, daB die Bewegungsrichtung der beiden Kugeln mit 
der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zusammenfallt, hatFax6n eine 
genauere Formel flir den Widerstand berechnet. Er findet fiir den 
Widerstand der ersten Kugel: 





U,\l 

3 da 

-2.;, 

+ 

1 , 



27 

r 3 1 
U2 

("2 




8 ^ 


1 / 

f 


81 

+ 

( 

^12 ' 

< 

— 

2; ^ 

«2+ IQ 


1 i 

(9 


243 

— 

^12 

{i 

“32"' 


4ri3 


+ 




+ 


Den Widerstand der zweiten Kugel erhalt man einfach durch Ver- 
tauschen von und ag. Welche von den beiden Kugeln vorangeht, 
ist fiir den Widerstand belanglos. 



148. Genauere Formeln 
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In dem Fall, daB die beiden Kugeln sich mit verschiedenen Ge- 
scbwindigkeiten (aber docb stets in einer ziir Verbindungslinie der 
Mittelpnnkte parallelen Richtung) bewegen, findet Fax6n fiir den 
Widerstand der ersten Kugel: 

W = C7j| 1 + + 

+ (- + 16 + 4 «ia2®) + • • j - 

- U, | ^ (- ^ ^ a, a,* - -i + 

+ (I « + ^32" + - 4 - «i “ 2 ") + • • j • 

Den Widerstand der zweiten Kugel erhalt man durch Vertauschen von 
und und 

Eine von H. Dahl ausgefiihrte genauere Berechnung des Falles 
== O 2 == a ergab fiir den Widerstand der ersten Kugel den Wert : 

W= e)7ifzaV^{l + 9^2 + + 1197 + 19821 a;® H } - 

— 67tfiaU^{3x + 19x2 + 387x5 + 5331x7 76115x» + •••}, 


Den Widerstand der zweiten Kugel erhalt man durch Vertauschen von 

und f/g. 

Die Bewegung zweier Kugeln mit derselben konstanten Geschwin- 
digkeit langs der Verbindungslinie der Mittelpunkte derselben istkiirz- 
lich Gegenstand einer Untersuchung von Margaret Stimson und G. B. 
Jeffery gewesen. Diese Autoren geben auf der Grundlage der Stokes- 
schen Gleichungen eine vollstandige L5sung des Problems durch un- 
endliche Reihen. In dem Falle, daB die beiden Kugeln denselben Ra- 
dius (a) haben, finden sie fiir den Widerstand jeder Kugel einen 


Ausdruck : 
wo*: 




4 . - n(n -f 1) L 4sinh2 (w+ — (2n + D^sinh^a 

A= - sinli a^j2n- l)(2n+3) ^~2sink(2w+r)“o^(“2¥+l)8mli 2 ’ 


a ist dabei durch die Gleichung: 


♦ In dor Formel von MiB Stimson und Dr. Jeffery fehlt infolge einos Druck- 
fehlers rechts ein Faktor 2. Ich verdanke Dr. Faxon diese Bemerkung. 


11 Oseen, Hydrodynamik 
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cosh a = ^ 

2a 

definiert. Fiir k haben die beiden Autoren eine Tabelle berechnet: 


a 


X 

0,5 

1,128 

0,663 

1,0 

1,643 

0,702 

1.5 

2,352 

0,768 

2.0 

3,762 

0,836 

2,6 

6,132 

0,892 

3,0 

10,068 

0,931 

00 

00 

1,00 


Dr, Fax4n hat zu dieser Tabelle eine neue Zeile hinzugefiigt: 
a = 0, =1, k = 0,645. 

§ 16 . Die sogenannten Paradoxien von Stokes 
und von Whitehead. 

16i. Das Paradoxon von Stokes. 

Wir haben in § 9 das Problem behandelt, eine Losung der Sto- 
kesschen Gleichungen: 

= = b = (1) 

ZU finden, bei welcher die 6r5Ben Uj auJBerhalb der Kugel R = a 
regular sind, an dieser Kugel die konstanten Werte Vj annehmen und 
in unendlicher Feme verschwinden. Das entsprechende zweidimensio- 
nale Problem ist die Aufgabe, eine Losung der Gleichungen: 

zu finden, welche auBerhalb des Kreises R = X 2 ^= a regular 

ist und den Randbedingungen ; ftir R = a, Ui= = Konst., fur R 
oo: ujt --*0 geniigt. Zu dieser Aufgabe wird man gefiihrt, wenn man 
nach der Methode von Stokes die Bewegung imtersuchen will, die in 
einer den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit durch einen unendlich 
langen Kreiszylinder erzeugt wird, der sich mit konstanter Geschwin- 
digkeit in einer gegen die Langsrichtung senkrechten Richtung darin 
bewegt. Man kann leicht eine Losung der Gleichungen (2) angeben. 





152. Das Paradoxon von Whitehead 
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die formal der von Stokes gefundenen Losimg des Problems der Kugel 
entspricht. Sie ist: 


“• = 4 ® - *> + I “* ‘‘■84 


p = — 2/iAUt X log ft, A 

O Xtf 


1 

logo 


(3) 


Ein Blick auf diese Losimg zeigt sof ort, daB sie sich aber bei groBen 
jR-Werten nicht in der Weise verhalt, wie wir von der Losung eines hy- 
drodynamischen Problems verlangen miissen. Bei wachsendem R kon- 
vergieren die GroBen nicht gegen Null, sondern wachsen vielmehr, 
den absoluten Betragen nach, liber alle Grenzen. Wenn man trotzdera 
unter Verzicht der Forderung 0 flir i? -*• oo der Losung eine 
hydrod 5 aiamische Bedeutung zuschreiben wollte, so wlirde man auf 
die Schwierigkeit stoBen, daB die Randwertaufgabe unendlich viele 
Losungen besitzt. Eine von (3) verschiedene Losung ist z. B. w* = Vt 
in der ganzen Fliissigkeit. Stokes zog aus diesen Umstanden den 
SchluB, daB das physikalische Problem der stationaren Bewegung 
eines Zylinders in einer zahen Fliissigkeit unlosbar ist. Natlirlich ist 
die Tatsache, daB die in formaler Analogic gebildete Losung die Rand- 
bedingung im Unendlichen nicht erflillt, an sich kein Beweis flir die 
Nichtexistenz einer solchen Losung. Andererseits dlirfte es nicht sehr 
schwer sein, diesen Beweis streng zu fiihren. 


16 2. Das Paradoxon von Whitehead. 

In der von Stokes gegebenen Losung des Problems der stationaren 
Bewegung der Kugel (§ 9, (23)) sind Wy und p lineare und homogene 
Funktionen der GroBen C/j, U^. Es ist naheliegend, die von Stokes 
gefundenen Ausdrlicke als die ersten Glieder von Reihen aufzufassen, 
die nachPotenzen von fortschreiten. Im Jahre 1888machte 

Whitehead in AnschluB an Stokes einen Versuch, die Glieder in Uj^p, 
welche 'mi zweiten Grade sind, zu berechnen. Wir 

geben einen kurzen Bericht liber diese Untersuchung von Whitehead. 
Wir legen der Einfachheit halber die Koordinatenachsen so, daB die 
x^-Achse mit der Bewegungsrichtung parallel wird. Die vollstandigen 
hydrodynamischen DifEerentialgleichimgen flir stationare Bewegung, 
auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugssystem bezogen, sind, 
wie wir im ersten Teile, S. 12, sahen, wenn wir die Geschwindigkeits- 
komponenten = — setzen: 


11 * 
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. dp duf 


duj duj 


= 0. (/,A: = 1,2,3) (4) 


dxf- dxi V-/ 

Die Nebenbedingungen sind : Fiir i?* = = a®, U) — bj ^ ; fiir JR -* oc, 

Uf — 0. 

Stokes vernacblassigte in den Gleichungen (4) die rechten Seiten. 
Er loste also die Gleichungen: 

^^-0 (1) 


und zwar durch den Ansatz : 


jj a s, a rr /q d , 

4.^^dx^dxiV^^ r) 


Wir setzcn jetzt: 


3 jj d \ 
P--230P.5J- 


Uj = -m/I) + w/2) 


+ 


wo w/i>, die in (6) angegebenen Werte haben sollen und wo w/”), 
den Faktor enthalten sollen. Zur Bestimmung von p^^) 
erhalten wir aus (4) die Gleichungen: 

“-ef'.-ri. +«“*"’-3ir- 33,- = "- 

Die Nebenbedingungen sind: fiir R = a, =0; fiir /? -> oo, w/^) _> o. 
Wir sehen hier vom letzten Gliede rechts in der ersten Gleichung (6) 
ab. Wir beschranken uns also auf die Aufgabe, eine Losung up\ p<^> 
der Gleichungen: 

= ^”? = 0 


zu finden, welche den oben bei (6) erwahnten Nebenbedingungen ge- 
niigt. Das System (7) ist ein lineares, inhomogenes System, es emp- 
fiehlt sich daher, diese Aufgabe in zwei zu zerlegen: erstens irgendeine 
auBerhalb der Kugel R = a regulare Losung des Systems (7) zu finden, 
zweitens eine jene Losung an der Kugel R = a und in unendlicher 
Feme kompensierende, fiir R > a regulare Losung der Stokesschen 
Gleichungen (1) zu finden. 

Es ist nicht schwer, die erste Aufgabe zu losen. Eine Losung des 
Systems (7) ist: 




JL - ^ - I 

16 dx^dxj 

p/*>= 0. 


a* 

4 


1 d^R 
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Um 80 schwieriger ist aber die zweite Aufgabe. Es gelang in der 
Tat Herm Whitehead nicht, diese Aufgabe zu losen. Er zog hieraus 
den SchluB, daB das physikalische Problem, das er losen wollte, keine 
Losung besitzt. Bei der Bewegung eines Korpers in einer zahen Fliis- 
sigkeit soUen nach Whitehead Diskontinuitatsflachen auftreten. 


158. Erklarnng dieser Paradoxien. 

Dem inneren Grunde der Paradoxien, zu welchen Stokes und White- 
head in ihren hier dargelegten Untersuchungen sich gefiihrt sahen, 
sind wir schon im 2. Paragraphen, S. 18, begegnet. Die Annahme, 
daB eine Losung der Gleichungen (4), die auBerhalb einer gewissen 
Flache regular ist, in eine Potenzreihe nach entwickelt werden 
kann, ist unzulassig. Aber nicht nur diese Annahme, sondern auch 
die Stokesschen Gleichungen (1) sind unrichtig. Man sieht das sofort, 
wenn man die Glieder dieser Gleichungen hinsichtlich der GroBen- 
ordnung mit den in den vollstandigen Gleichungen (4) vorkommenden, 
aber in (1) vernachlassigten Gliedern vergleicht. Wir haben z. B.: 


Gleichzeitig haben wir: 


-qU, 


du^ 


U) 




r + 


Wie klein anch Ui ist, es gibt stets Bereiche, in denen 


3 3rr2 1 

dx^ R 


QUi 


dxi 1 

im Terhaltnis zn beliebig gro6 ist. Schon in erster Mherung 

ist es deshalb, wenn man ein uberall ricbtiges Bild der Bewegung er- 
halten will, notwendig, das erste 6Ued rechts in der ersten Gleichung (4) 
mitzunehmen. Um so mehr ist dies notwendig, wenn man die in erster 
Nahernng gefnndene Losung zur Gmndlage einer genaueren Bereehnung 
der Bewegung maehen will. Zu einer exakten Bereehnung des Wider- 
standes miissen wir also zunachst von den erweiterten Stokesschen Olei- 
chnngen (siehe S. 12) ausgehen. 



III. 


AngenUherte LOsungen yon Randwertanfgaben 
bei den erweiterten Stokesschen Gfleichnngen. 


§ 16. Das Problem der Kugel.* 


16 1 . Anfstellung spezieller LSsnngen der erweiterten 
Stokesschen Gleichungen. 


Wir kehren zu dem Problem zurtick, die Stromung einer sonst den 
ganzenEaum erfullenden, zahen Fliissigkeit zu berechnen, welche durch 
eine kleineKugel erzeugtwird, die sich darin mit konstanter Geschwin- 
digkeit bewegt. Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen Anfangspunkt 
mit dem Mittelpunkte der Kugel zusammenfallt und dessen ajj-Achse 
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel ist, Wir bezeichnen die 
auf dieses System bezogenen Gescbwindigkeitskomponenten der Fliis- 
sigkeit mit — Zur Bestimmung von w/ und desDruckes 

p erhalten wir, wie wir S. 12 sahen, bei Vernachlassigung der in den 
GroBen Uj quadratischen Glieder: 


II A Uj - 


dxj ^ ^dxi dxj 


( 1 ) 


Wii haben eine Losung dieses Systems zu suchen, die aufierhalb 
der Kugel R = a regular ist und welcbe den Nebenbedingungen: fiir 
R = a : = Z 7 j , = 1*3 = 0 ; fiir -»■ 00 : -+ 0 geniigt. 

Wir baben im 4. Paragrapben S. 32 geseben, daB das System (1) 
die Losung: 




020 

dxydxj’ 


pO)=- 



d0\ 

dxj 


• Vgl. § 15, SchluBbmerkung. 
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0^9 


besitzt, wo: 

0 = ^O(o'«) = ir— “ 0 = ^^ 

o' ' ' o' J a 




£2 ^ Jl > 0^ 


und wo o' diejenige der beiden Gr6fien + o ist, welche positiv ist. 2o'a, 
d. h. p I I7i I ajfx ist die sogenaimte Beynoldssche Zahl. Wir nehmen zu- 
ndchst an, dap sie verglichen mit 1 Mein ist, d,h, wir betrachten FdUe, 
in denen entweder der Kugdradius oder die Geschwindigheit verhdltnis- 
mdpig Mein oder aher der Reibungskoeffizieni fx groP ist, Wir haben: 


f olglich : 
und 


00 _ 1 — 0“"®'* 
Ox^ 


aR 


A0 


R 


. . , QU^d0 2 
dxj R 

' dx^dxi’ ^ 


( 2 ) 


Wir haben in § 4 Formel (12), S. 34, ferner gesehen, dafi fiir kleine 
Werte von a's: 

0 = 8 a's^ 4- . . . = R + ^ o'(R2 + .^^2) _ ^ oRxi + ..., (3) 


also fur kleine R annahernd, bei Vernachlassigung der Glieder, welche 
o' oder s als Faktor enthalten: 


uf^'> = 



d^R 

dx^dxf 


Bine andere Losung von (1) ist oflenbar: 


= 


1 

0 0 Xj R 


p(2) =z qU^ 


02 1 
Ox^^ R 


(4) 


162. Lbsungen der erweiterten Stokesschen Gleichnngen, 
welche die Randbedingnngen angenhhert erfiillen. 

Bin Blick auf (9, 24) zeigt sofort, daB wir aus (2) und (4) eine 
angenaherte Losung unseres Problems bilden konnen, welche dem Sy- 
stem (1) geniigt, im Unendlichen die Bedingungen Uj = 0 und auf der 
Kugel, bis auf Glieder von der GroBenordnung o' a die Bedingungen 
u^= U^, U2~ U2 = 0 erfiillt. Wir setzen: 
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= |aC^,u/«- || V^e-'>"8,y 


ax, 


^{s0+-g). 


( 5 ) 


Wenn wir in ( 6 ) den Wert von 0 einsetzen, erhalten wir: 


3 a 


U^e-o'>dij— 


3 „ a I— 


1 a* 1 

4® 


( 6 ) 


Die gefundene Losung besitzt ofienbar Rotationssymmetrie um die 
a:j-Achse. Wir konnen sie infolgedessen dutch die sogenannte Stokes- 
sche Stromfunktion ausdriicken. Wir setzen fiir einen Augenblick: 


und haben dann: 




Ui=AW‘d,i 


dW 


dxidxj 


W kann ala eine Funktion der beiden GroBen x^ nnd 'h = ^x^-\- x^ 
aufgefaBt werden. Wenn wir: 


-h 


dh 


= H 


setzen, so baben wir: 


^ ^ “ ax^* ^ dh^^ h dh ~ axi* li dh ’ 

dW__x, 

dx^~ h^ ’ dxs~ A* ’ 

folglicb: 

_ 1 dH *2 I 


( 7 ) 


H ist dann die Stokessche Stromfunktion fiir die Bewegung mit den 
Geschwindigkeitskomponenten u^, Wg, W 3 . Dagegen ist H + ^Uih^ die 
Stromfunktion fiir die Bewegung, deren Geschwindigkeitskomponenten 
— + u^, Wgj ^3 sind. Die Gleichung der Stromlinien, d. h. der Bahn- 

kurven der Fliissigkeitspartikel, ist in unserem Falle: 


jff + ^ U^h^= Konst. 

Wir setzen die obigen Werte fiir W und 0 ein und erhalten so fiir 
die Funktion H den Ausdruck: 
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¥1^ 
R VR2 


-3 


1 — g — o’18 — o*A 

a'R + axi ) 


(8) 


Die Formeln (7) und (8) sind mit den Formeln (6) und (6) gleich- 
bedeutend. 


168. Untersuchung der Giiltigkeit der Losung. Vergleich mit 
der Stokesschen Losung. 


Wir wollen jetzt priifen, unter welchen Umstanden nnsere For- 
meln (5) eine hinreichend genaue Losung unseres Problems ergeben. 
Wir haben vorausgesetzt, dafi es an der Oberflache der Kugel R = a 
erlaubt ist, in der zweiten Reibe (3) nur die zwei ersten Glieder zu 
beriicksicbtigen. Bin Blick auf (3) zeigt nun sofort, daU dies nur dann 
gestattet ist, wenn a' a eine kleine GroBe ist, die neben 1 vernach- 
lassigt werden kann. Wenn dies der Fall ist, haben wir in der Um- 
gebung der Kugel R = a annahernd : 


Ur 


^ TT ^ A 
2 


1 

: aU^ ~~.- 
4 ^ ox^oxj 




d. h. die Stokessche Losung des Problems der Kugel. Wenn man aus 
jener Losung die Glieder qu^ - der vollstandigen hydrodynamischen 

0 Xjq 

Differentialgleichungen berechnet, so findet man, daB sie unter der 
Voraussetzung o' a klein gegen 1 im Vergleich mit den in (1) mit- 
genommenen Gliedern klein sind. In der Umgebung der Kugel ist 
also unsere Naherung erlaubt, wenn a' a klein gegen 1 ist. In den von 
der Kugel entfernten Teilen der Fliissigkeit ist die aus (6) berechnete 
Geschwindigkeit klein neben V^, Wir haben deshalb in diesen Be- 
reichen : 


W* ^ I klein gegen j 


d Uj I 
dx^ 


Wenn o'a klein gegen 1 ist, so gibt also unsere Losung (6) sowohl 
in der Umgebung der Kugel wie in groBer Entfernung davon ein an- 
genahert richtiges Bild der Bewegung. 

Ein Vergleich der hier gefundenen Bewegung mit der- 
jenigen, zu welcher Stokes gefiihrt wurde, zeigt sofort 
einen charakteristischen Unterschied zwischen diesen bei- 
den Bewegungen. Die Symmetric in bezug auf die Ebene 
Xi==0, welche fiir die von Stokes betrachtete Bewegung 



170 


§ 16. Das Problem der Kugel 


charakteristisch ist, ist in der neuen Bewegung nicht mehr 
vorhanden. Mit anderen Worten, die Beziehungen: 

X^,X2,X^), U2{Xi,X2,X^) = — X^yX^.X^), 

U^(Xi,X2,X2) = W3( X-j^yX^^X^ y 

welche fiir die von Stokes untersuchte Bewegung Geltung 
haben, bestehen bei der neuen Bewegung nicht. 


u. = 


hinter derselben: 


164. Eigenschaften der neuen Losung. Ausblick auf die 
Theorie der idealen Fiiissigkeiten. 

Wir haben gesehen, daB fiir die neue Losung eine gewisse Dis- 
symmetrie der Bewegung vor und hinter der Kugel charakteristisch 
ist. Um die Art dieser Dissymmetrie festzustellen, bemerken wir, daB 
in Bezug auf ein mitbewegtes Koordinatensystem nach der neuen 
Losung in groBer Entfernung von der Kugel vor derselben: 

Z aU^ x^ 
i a 

3 aC/i 
2 ~R 

ist. In der Stokesschen Losung ist dagegen sowohl vor wie hinter 
der Kugel in groBer Entfernung: 

3 a 17, 

= . 

1 2 A 

Wir sehen, daB nach der neuen Losung die Flussigkeit hinter der 
Kugel eine Tendenz hat, dieser zu folgen, wahrend die Flussigkeit 
vor der Kugel ausweicht. 

Die Art des Schwanzes, der sich hinter der Kugel bildet, erkennt 
man durch Berechnung des Wirbelvektors. Die Wirbellinien sind 
offenbar Kreise, deren Ebenen gegeri die aj^-Achse senkrecht sind und 
deren Mittelpunkte auf dieser Achse liegen. Die Wirbelbewegung in 
einem beliebigen Punkte des Raumes ist unter diesen Umstanden 
durch den Betrag des Wirbelvektors gekennzeichnet. Er ist in einem 
mitbewegten Bezugssystem: 


u. = 


aV^ 




2 

Nach Stokes wttrde er den Wert: 




3 aV 
2 ® 1 
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haben. Wir sehen, daB er nach der neuen Losung in groBen Entfer- 
nungen vor der Eugel, wo dasselbe Vorzeichen wie a hat und also 
der Exponent in unserer Formel den Wert: 


— a'(R + |a;i|) 


hat, sehr viel schneller mit l/R abnimmt, als es in der Stokesschen 
Theorie der Fall ist. Wit sehen femer, daB hinter der Kugel, wo Xi 
dasselbe Vorzeichen wie — a hat und wo also der Exponent den 


hat, zwar in groBen Entfernungen von der Kugel im allgemeinen der 
Betrag des Wirbelvektors exponentiell und also schneller als nach 
der Stokesschen Formel abnimmt, daB aber die Umgebung der vom 
Mittelpunkt der Kugel durchlaufenen Bahn eine Ausnahme bildet, 
indem hier: 


jf? = I a?! I + 


1 V + V 

2 I I 


also annahemd: R — \x<^ \ ist und folglich der Exponent annahernd 
den Wert Null hat. In diesem Bereich ist der Betrag des Wirbel- 
vektors annahernd: 


3 

2 




- (! + «'«)• 


Bei groBen a'R konnen wir hierfiir einfacher: 






2 


schreiben. Hinter der Kugel nimmt also der Betrag des Wirbelvektors 
wie \jR ab, also langsamer als bei der Theorie von Stokes, nach welcher 
der Betrag des Wirbelvektors in alien Richtungen wie 1/JB^ abnimmt. 

,Wenn wir zwar R> a, aber doch a'B klein annehmen, konnen 
wir die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln und nur die 
ersten Glieder beriicksichtigen, Man erhalt fiir den Betrag des Wirbel- 
vektors : 

(1 - ox,{l + o'R) + . . 


Auch in der Nahe der Kugel ist wegen des Gliedes: 

— axi{l + a'R) 

der Wirbelvektor vor der Kugel dem Betrage nach kleiner als hinter 
der Kugel. Ein Vergleich mit der Stokesschen Formel zeigt, daB auch 
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in diesem Bereich der Wirbelvektor vor der Kugel nach der neuen 
Theorie kleiner als nach der alien ist, hinter der Kugel dagegen um- 
gekehrt nach der neuen Theorie groBer als nach der alien isi. 

Wir woUen, an diesem Punkie angelangi, einen Blick auf die 
klassische Green-Dirichleische Theorie der Bewegung einer Kugel in 
einer idealen Fliissigkeii werfen. Nach jener Theorie soil die Bewe- 
gung der Fliissigkeii dieselbe Symmeirie in bezug auf eine durch den 
Miiielpunki der Kugel gehende, gegen die Bewegungsrichiung der- 
selben senkrechie Ebene aufweisen, welche wir in der von Siokes 
uniersuchien Bewegung fanden. Kann dieses Ergebnis richiig sein? 
Wir haben gesehen, daB selbsi bei den kleinsien Geschwindigkeiien, 
wo die Bewegung in so hohem MaBe, wie es iiberhaupi moglich isi, 
von der Reibung beherrschi wird, doch die Tragheii eine Dissym- 
meirie erzeugi. Kann man annehmen, daB in dem enigegengeseizien 
Grenzfalle, wo die Reibung keine Rolle mehr spieli, sondem die Trag- 
heii allein das Feld beherrschi, jeneDissymmeirie verschwinden wird? 
Isi es nichi wahrscheinlich, daB die Di8S3nnmeirie auch bei ver- 
schwindender Reibung besiehen bleibi? Auf diese Frage kommen wir 
spaier zuriick. 

Auf den Widersiand gegen die Bewegung der Kugel konnen ofEen- 
bar nur die Verhalinisse in der Umgebung derselben einen EinfluB 
haben. Da unsere Losung in diesem Gebieie mii der von Siokes ge- 
fundenen iibereinsiimmi, so erhalien wir in ersier Naherung fiir den 
Widersiand den Siokesschen Weri (vgl. S. Ill): QnfiaV^, 

Es diirfie hier am Plaize sein, einige Worie iiber die Bedeuiung 
des Siokesschen Widersiandsgeseizes zu sagen. Siokes wurde zu seinen 
Uniersuchungen iiber den Widersiand einer Kugel in einer zahen 
Fliissigkeii durch seine Pendelsiudien gefiihri. Eine groBere Bedeu- 
iung bekam das Geseiz ersi, nachdem es in der Kolloidchemie Ver- 
wendung gefunden haiie. Das Geseiz spieli in der Tai eine wichtige 
Rolle in Einsieins Theorie der Brownschen Bewegung. AuBerdem hai 
man das Geseiz dazu benuizi, die GrdBe der kolloidalen Pariikel zu 
besiimmen. Durch diese Umsiande hai das Geseiz eine sehr groBe 
Bedeuiung fiir die Kolloidchemie gewonnen. DaB das Geseiz fiir die 
Theorie des Regens und damii fiir die Meieorologie wichiig isi, liegi 
auf der Hand. Aber auch bei vielen rein physikalischen Uniersuchimgen 
isi das Geseiz von Bedeuiung gewesen. Es geniige, hier auf zwei 
Beispiele hinzuweisen. Einsiein hai das Geseiz auf die Jonenbeweg- 
lichkeii angewandi. Millikan hai es bei seiner Besiimmung der GroBe 
der Elekironenladung benuizi. 
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165. Teilung der yernachlitesigten Glieder zweiter Ordnung 
in Glieder mit TJi \ TJi \ und in Glieder mit l/i*. 


Die oben gegebene Losung des Problems der Kugel stellt nur eine 
Annaherung dar. An zwei Stellen haben wir Glieder vernachlassigt. 
In den hydrodynamischen Differentialgleichungen : 


^Auj 


dp 

bxj 


+ qU, 


duj 

dx^ 




duj 

dx,^ 


duj 

dxj 


= 0 



haben wir die rechte Seite der ersten Gleichung vernachlassigt. Und 
die Randbedingung Uj = an der Oberflache der Kugel wird von 
unserer Losung nicht exakt, sondern nur annahernd erfiillt. Eine 
Priifung der vernachlassigten Glieder zeigt nun, daB sie von verschie- 
dener Art sind. Wenn wir die oben gegebene Losung imseres Pro- 
blems unter Beriicksichtigung der rechten Seite der ersten Gleichung 
(9) verbess.ern wollen, so miissen wir in jenes Glied unsere angenaherte 
Losung (5) einsetzen und aus dem so erhaltenen Systeme: 


. , dp' ,, du'j dUj 



mit den Nebenbedingungen: fiir R = a, u'j = 0; fur R-^ oo, u'j 0 
die Korrektionsglieder u%, p' berechnen. Nun enthalten die GroBeii 
Uj in (5) den Eaktor Die rechte Seite von (10) wird also den 
Faktor enthalten. OSenbar werden p' mit demselben Faktor 
behaftet sein. Betrachten wir dagegen die Glieder in (5), welche wir 
bei der Erfullung der Grenzbedingung Uj = U^d^j fiir R — a vernach- 
lassigt haben, so sehen wir aus (3) sofort, daB sich unter ihnen Glie- 
der befinden, welche den Faktor U^a', also, fiir reelles den Faktor 
U-^\U-^ \ enthalten. Denselben Faktor werden offenbar die Korrektions- 
glieder enthalten, welche aus jenen Gliedern in (5) hervorgehen. 
Offenbar sind die beiden Arten von Korrektionsgliedern, welche wir 
hier unterschieden haben, von ganz verschiedener Natur. So kann in 
dem Ausdruck fiir den Widerstand wohl ein Glied mit dem Faktor 


U^ \ |, aber kein Glied mit dem Faktor vorkommen, weil die 

Krafte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt, gleichzeitig mit 
ihre Vorzeichen wechseln miissen. Es ist ferner ersichtlich, daB ein 
Glied mit dem Faktor U^\ U^ \ nicht von einem Gliede mit dem Fak- 
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tor V-^ aufgehoben werden kann. Es ist deshalb berechtigt, die Auf- 
gabe, die uns jetzt obliegt, in zwei zu zerlegen, indem wir zuerst die 
Korrektionsglieder mit dem Faktor TJ^\T]^\ und dann, naherungs- 
weise, die Korrektionsglieder mit dem Faktor berechnen. 


166. Beriicksichtigung der Glieder mit Ui\TIi\. 
Geiiauere Widei*standsformel. 

Die erste Aufgabe konnen wir obne Schwierigkeit losen. Wir setzen 
Hatt (5) : ^ ^ ^ p = J p(« _ B p(2) 

und bestimmen A undB aus denBedingungen: fiir R = a, Uj = dxp 
indem wir jetzt auch die Glieder: — 3i;0' des Ausdruckes (2) fiir 
beriicksichtigen. 

Wir erhalten: 

- «a') +-J-| + 

Also: 

J} OT> 

2 = aC7i, ^-^ = 0 

und: 

A = iaU^(l + f ao'), B = U^{1 + fao'). 


Diese Ausdriicke fiir A und B unterscheiden sich nur durch den 
Faktor 1 + Juu' von den Ausdriicken, welche wir in erster Niiherung, 
bei ao' 0, erhielten, Wenn die Geschwindigkeitskomponenten der 
Fliissigkeit mit diesem Faktor multipliziert werden, so muB ofEenbar 
auch der Widerstand mit ihm multipliziert werden. Der Widerstand 
hat also, in zweiter Naherung, den Wert: 

GnfiaU^ (l + -g • (11) 

BetrefEs des Giiltigkeitsbereiches dieser Formel darf nicht vergessen 
werden, daB sie unter der Voraussetzung abgeleitet worden ist, daB 
die Fliissigkeit, von der Kugel abgesehen, den ganzen Kaum erfiillt. 
Wir werden spater in § 19 darauf zuriickkommen. 


16 7 . Berucksichtigung der Glieder mit Ui*. 

Wir wenden uns zur Bestimmung der Korrektionsglieder, welche 
den Faktor enthalten. Eine Gruppe dieser Glieder, wir nennen sie 
Uj*y p*, riihren von den Nebenbedingungen her, indem wir noch nicht 
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auf das Glied — a der Exponentialfunktion und auf das letzte 
ausgescliriebene Glied: — \aRx^ der Reihe (3) S. 167 fiir 0 Riicksiclit 
genommen haben. Die Funktionen Wy*, p* miissen also aiiBerhalb der 
Kugel a das System (1) befriedigen, fiir — a der Bedingung: 


V == I o + Xj (^2 - 1))| , 


( 12 ) 


und fiir R-*<x> der Bedingung: Uf* -*■ 0 geniigen. Wir setzen: 




= c(^ 




60 

dxy 


dx-^dxj) dx^dxj R* 


p*= — 2fjiC 


Wir haben fiir kleine 22-Werte: 


1 

dx^^ R 



Wir konnen deshalb der Bedingung (12) annahernd, d. h. bis auf Glie- 
der der Ordnung dadurch geniigen, daB wir setzen: 


Die der Geschwindigkeit u* entsprechende Stokesscbe Stromfunk- 
tion ist: 

rr* 3 d^0 1 rr 51 ^ 

H* = -joU^a^h Q7 + o 

4 ^ (Ix^dh 8 ^ ox^dhR 




l-{l + o'f?)e-<"*]+^of7ia5?^^ 


(13) 


Wir wenden uns dem schwierigsten Teile unserer Aufgabe zu, der 
Losung des Systemes (10) mit den dort angegebenen Nebenbedingungen. 
Ihre einfachste Gestalt nimmt diese Aufgabe an, wenn wir durch die 
Gleichungen (7) S. 168 die Stokesscbe Stromfunktion einfiihren. Man 
bestatigt durch eine direkte Rechnung, daB, wenn p** dem 
System (10) geniigen sollen, die diesen GroBen entsprechende Strom- 
funktion if** die partielle Differentialgleichung : 





-A 

dxj 


DH** = % 
n 


idxi dh 


dHODB _ 26 H 

dh dxj^ h dxi 



befriedigen muB, wo: 

D 


6^ a* 


1^ 

h dh 
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und wo H den in Gleichung (8) angegebenen Wert hat*. Die Schwie* 
rigkeit der Gleichung (14) beruht auf der komplizierten Form der rech- 
ten Seite. Wenn man eine im ganzen Raume giiltige Losung der Glei- 
chung (14) wiinscht, laBt sich die rechte Seite nicht vereinfachen. An- 
ders liegt aber die Sache, wenn man nur die Bewegung in der Umge- 
bung der Kugel berechnen will. In diesem Falle kann man H durch 


den einfachen Ausdruck: 



R 



ersetzen. Man findet in diesem Falle: 


DII 




Q\dHdDH __dHdDH 2dH ) 9 \ 

li\dx^ dh dh hdx^ } 4^^ ^ / 

Den Beweis, daB es bei der Berechnung der Bewegung in der Um- 
gebung der Kugel tatsachlich erlaubt ist, in (14) rechts diesen einfachen 
Wert zu benutzen, kann man in der Weise fiihren, daB man mittels der 
in § 4 S. 30 dargelegten Methode die partielle Differentialgleichung (14) 


Wonn man in (10) 
1 DH 


I DH ^ I dH 

h dh 5 ~hdx\ * 


(h = Va-g* -f ac^*) 


, 1 on**: 


a'., , , 1 OH** 

~h h 4 ~d77 


setzt und die Rotationssymmetrie um die Xj-Achso bonutzt, welche Bowohl das 
Voktorfold uj wie das Vektorfeld v/ haben muB, so erhalt man oinerseits: 


/ d'^ 1 


8\ / 1 OH**' 
dhlKh dh 




+ ev,-- 


1 


h dhdxi 


anderorsoits: 

I ^ 

f*[ 


{ 1 OH 1 d^H I Oil d n 

~ ^|7t 'M ’ hUx^M ~ Toxi (>AV h'dhk 


Oh)\h dx. 


X'l f , 

I + h 


j-Au, + ~Av, ■ 


05.2 


2 dw/ 20*2 du^' 2X3 dw/ 
h~dxi ~dh A* ~dh~‘~' 

__ dfldn**\ 2fid^H** 


dxi\h dxi / h dhdx^ 


_2// d M dH**\ Q ^ ^ (1 

hWh\h dx, j h dh dx,[h dxj'^ 'h d};,' dh[h 'dxj' 
Elimination von p' zwischen dieson beiden Gleichungen gibt die Formel (14) 
des Toxtes. Einfacber kann dioso Formel aiis don grundlegenden hydrodynamischen 
Integralgloichungen in § 1 abgeleitot worden. 
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(welche ja einen speziellen Fall der erweiterten Stokesschen Gleichun- 
gen darstellt) durch ein iiber den Bereich R > a erstrecktes Integral 
integriert und dann aus diesem Integral die Glieder auswahlt, welche 
in der Umgebimg der Kugel R = a die Hauptglieder sind. Man findet 
durch dieses Verfahren, auf dessen Einzelheiten wir der Kiirze wegen 
hier nicht eingehen wollen, dafi noch eine Vereinfachung der Gleichung 
(14) erlaubt ist, wenn wir nur die Umgebung der Kugel in Betracht 
ziehen wollen. Wir konnen namlich links in (14) das Glied mit dem 
Faktor q vernachlassigen und erhalten so die einfache Gleichung : 





Es ist nun leicht, eine Losung dieser Gleichung zu finden, die sowohl 
an der Kugel R = a wie in unendlicher Feme der Bedingung geniigt, 
daC die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten dort ver- 
schwinden. Diese Losung ist: 




9 




3 



Wir bilden jetzt die Stromfunktion der ganzen Bewegung: 

I + (1 + iao')H + H* + //**. (15) 


Wir fiihren in (15) fiir H und H* ihre Werte in der Umgebung 
der Kugel ein und erhalten so den folgenden, in der Umgebung der 
Kugel gtiltigen Ausdruck fiir die Stromfunktion: 


1 t^i(l - + |ao')fi(2i2 + a)+ (2R^+aR+a^) 


(16) 


Der Ausdruck (16) wurde, mit Ausnahme der Glieder, welche den Fak- 
tor a' enthalten, zuerst von F. Noether aufgestellt (1911). Er ermoglicht 
ofiEenbar ein genaues Studium der Stromung der Fliissigkeit in der 
Umgebung der Kugel. Die von der Tragheit bedingte Dissymmetric 
tritt in den mit dem Faktor behafteten Gliedern zu Tage. 


§ 17. Das Problem des Kreiszylinders. 

17 1 . Die Lambsche LOsung. 

Wir haben in § 15 ein zweidimensionales Analogon der von Stokes 
gegebenen Theorie der Bewegung einer Kugel in einer zahen Fliissig- 
keit gesucht. Wir fanden, daB ein solches Analogon nicht existiert. 


12 Oseen, Hydrodynamik 
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Wir untersuclien jetzt, ob es ein zweidimensionales Analogon der im 
vorigen Paragraphen gegebenen Losung des Problemes der Kugel gibt. 
Um diese Frage zu beantworten, geben wir von der am SchluB des 
4. Paragraphen gefnndenen Grundlosung des Systemes: 

. dv duk dujc _ 7 10 /IX 

aus. Wir setzen in (4, 20) S. 37 = iTg = 0 und schreiben dann statt 

® 2 * hi 9 hi 9 Pi erhalten wir in dieser Weise eine 
Losung des Systemes (1), die wir mit 'p^'^ bezeichnen. Wir haben: 

Uta)=2|Ar,(o'fi)c— .(5,t+ J A{log/? + K^^p'Ry-0% 

d - f ( 2 ) 

Wir haben nach (4, 2) S. 39 fiir kleine 2?-Werte: 

log (3) 

y = 1,7811. 

Eine andere Losung des Systemes (1) ist; 

Wir bilden jetzt eine Losung: Uk — p =^jpO)4- 

+ des Systemes (1) und versuchen die Konstanten A^y A 2 so 

zu bestimmen, daB fiir 22 = a die Bedingungen: Uj^= 27^, U 2 = 0 er- 
fiillt werden. Wir erhalten, wenn a so klein ist, daB wir mit geniigen- 

der Annaherung mit dem angenaherten Wert (3) von rechnen 

konnen: 

T (4) 

><2—2 


In der Nahe des Zylinders haben wir also: 

«. (Iro'*) - 2 (Ji’ - >«« * 

A(**-o*)5j^-logK. 

Die Krafte, welche die Fliissigkeit auf den Zylinder ausiibt, haben 
eine Resultierende, welche pro Langeneinheit die GroBe: 
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Xo d u^ 


+ - ^ 


o 3xi 


>)i 


ds 


(ds = 

hat. Man findet leicht: 



R = a R — a 


/( 


Xi du^ ^ x^du. 
a dxj a dx 


:) 


ds = 0. 


Die Resultierende, deren Richtung selbstverstandlich langs der nega- 
tiven Xj-Achse verlauft, hat also den Betrag: 

A:n(i \ V-^\ 

\ — \ogl\ya'a)\ 


I 4:71[JlA^\ = I 


(6) 


Die hier entwickelte Theorie fiir die Bewegung eines Kreiszylinders 
in einer zahen Fliissigkeit wurde im Jahre 1911 von Lamb gegeben. 


17 2. MagnuselFekt bei kleinen Geschwindigkeiten. 

Wenn der Zylinder gleichzeitig mit der oben betrachteten trans- 
latorischen Bewegung mit der konstanten Geschwindigkeit eine 
Drehbewegung mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit co ausfiihrt, 
so lagert sich iiber die oben betrachtete Bewegung der Fliissigkeit 
eine andere: 

m*(3) = a^o) arctg , p<») = — qUiU^o)^- (7) 

Die von dieser Bewegung erzeugten Kr^te der Fliissigkeit auf den 
Zylinder haben (vgl. § 1 (3) S. 7) eine Resultierende, deren Betrag pro 
Langeneinheit des Zylinders nqU^a^o) ist und deren Richtung mit 
der Richtung des vektoriellen Produktes des Drehvektors und der trans- 
latorischen Geschwindigkeit zusammenfallt. Was wir hier gef unden 
haben, ist der Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten. 

17 8. Methode znr numerischen Berechnung des Widerstandes 
bei grbfieren Werten von o'a bzw. der Reynoldsschen 

Zahl 2 a' a. 

Das Problem, den Widerstand zu berechnen, den ein Kreiszylinder 
erfahrt, der sich ohne Drehung mit konstanter, gegen die Achse senk- 
rechter Richtung in einer zahen Fliissigkeit bewegt, wurde kiirzlich 
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von Prof. Bairstow, Fraulein Cave und Fraulein Lang wieder aufge- 
nommen (1923). Diese Autoren gingen vom System (1) S. 166 aus. Sie 
driickten die Geschwindigkeitskomponenten % und durch eine 
Lagrangescbe Stromfunktion f aus, indem sie: 

dw dw 

m — . ai — — * . 


setzten. Die Stromfunktion ip muB dabei, wie aus (1) durcb Elimina- 
tion von p bervorgebt, der partiellen DifEerentialgleicbung : 




(8) 


geniigen. Eine spezielle Losung dieser DifEerentialgleicbung konnen wir 
aus unserer Losung (5) der Gleicbungen (1) ableiten. Um jene Losung 
in einfachster Weise schreiben zu konnen, fiihren wir die Besselschen 
Funktionen Kn(x) ein, indem wir sie durch die Gleicbungen: 

00 

Kn{x) = coshyp ns ds 

0 

definieren. Zwischen den Funktionen jfiCo(aj) und K^{x) bestehen dann 
die Beziehungen: 


Wir definieren jetzt eine Funktion L von x^ — R cos x^ 
durch die Gleichung: 

L(xi, x^) = RKi(a'R) ^ - 

0 


RK 


,(o'R)fe- 


aRcosa (jQg ada. 


Rsind' 



Man findet durch eine einfache Eechnung, daB 

= - Ao(o'i?)e— . sin - 

— ^ — Ao(o'i2)e~‘'*ico8^. 

Folglicb nacb (2): 
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dxj R OR 
dx^ 


IP ~d& ~ a Ko{a'R)e 




Xg dL 


M/n V M/1 ^ M'i V. , . 


1 ^ 

= — 2A'o(a'/?)e— ®*i — -p- {log/?+i5Lo(o'iB)c-®-^i)=— WjW. 

O uX-^ 


L ist eine eindeutige Funktion von und Xg. 

Aus L konnen wir eine etwas allgemeinere Losung der partiellen 
DifEerentialgleichnng (8) bilden. Wir setzen rechts in (9) : 

R = f(xi — x/o))* + (xg — XgO))* , # = arctg • 


Die so erhaltene Funktion L hangt von zwei Punkten x^j X 2 , 
a; 2 ^®> ab. Wir scbreiben sie deshalb L(xi, X 2 ; x^^^^ X 2 ^^^)- Diese 
Funktion haben Bairstow, Cave und Lang ihrer Losung des Problems 
des Kreiszylinders zugrunde gelegt. Sie setzen: 


Wi^v ^ 2 ) = cos#, jfZ sin#) ~ A L{R cos#, R sin#, 0, 0) + 

231 

+fL(R COS a, JB sin a ; a cos a, a sin a) f{a)da 
0 '*-1 

A, G ^2 • • • Konstanten, welche zur Verfiigung stehen. /(a) 

ist eine unbekannte Funktion, von welcher die Autoren doch an- 
nehmen, daB sie in eine Reihe von der Form: 

QO 

/(a) = cosga 

entwickelt werden kann. Wenn eine Losung dieser Form existiert, so ist 
das Problem ojffenbar auf die Berechnung der Konstanten .4, Og, . . 

(? 2 j • • • zuriickgefuhrt worden. Wenn man in den Reihen eine end- 
liche Zahl von Gliedem behalt, kann man mit ihrer Hilfe erreichen, 
daB die Randbedingungen an der Oberflache des Zylinders in einer 
gewissen Annaherung erfiillt sind. In dieser Weise haben die drei 
Autoren ihre Koeffizienten bestimmt. 

Nach der hier dargelegten Methode haben Bairstow, Cave und 
Lang den Widerstand eines Kreiszylinders in dem Bereich von 
a'a = 0 bis zu a' a =- 5 berechnet. In demjenigen Gebiete, wo experi- 
mentelle Bestimmungen des Widerstandes vorliegen, stimmt der be- 
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rechnete Widerstand in bezug auf die GroBenordnung mit dem Beob- 
achteten iiberein, ist aber durchweg groBer. Etwas tJberraschendes 
liegt darin nicht, da die Gescbwindigkeiten, welche bier in Betracht 
kommen, weit auBerbalb des Bereicbes liegen, wo die in (1) wegge- 
lassenen Glieder vernacblassigt werden kbnnen. 

Prof. Bairstow bat mit seinen beiden Mitarbeiterinnen aucb den 
Widerstand berecbnet, den eine ebene Scbeibe erfabrt, welcbe sicb in 
einer mit ibrer eigenen Ebene parallelen Ricbtung in einer zaben 
Fliissigkeit bewegt. 


§ 18. Das Problem des Ellipsoides. 


18]. Einleitung. 

Bei unserer Behandlung des Problems der Kugel saben wir, daB 
in dem Ausdruck fiir den Widerstand, den eine Kugel erfabrt, die 
sicb in einer sonst den ganzen Raum erfullenden Flussigkeit bewegt, 
ein Glied vorkommt, das den Faktor 17^ o' entbalt und also mit dem 
Quadrate der Gescbwindigkeit proportional ist. Dieses Ergebnis laBt 
sicb unmittelbar auf das Ellipsoid iibertragen. Zu den von Oberbeck 
in scboner Weise berecbneten Gliedern des Widerstandes miissen an- 
dere mit dem Quadrate der Gescbwindigkeit proportionale Glieder 
binzukommen, deren GroBe von der Orientierung des Ellipsoides in 
bezug auf die Bewegungsricbtung desselben abbangen muB. Wirwollen 
bier jene Glieder berecbnen. 

Wir wenden dieselben Bezeicbmmgen wie in § 9 an und setzen 


auBerdem : 


Vj^Vai, ? 7 > 0 , 


a 2 » “3 dann die Ricbtungscosinusse der Bewegungsricbtung 
des Ellipsoides in bezug auf die Hauptacbsen desselben. Wir scbrei- 
ben die Komponenten der Gescbwindigkeit der Flussigkeit in der 
Form: — Vaj-{- Uj, Zur Bestimmung der GroBen Uj erhalten wir die 
Gleicbungen : 

^^ = 0. (1) 


A 


Die Nebenbedingungen sind an der Oberflacbe des Ellipsoides 


, V 

“T 7 0 


fiir 00 : 


Ur- 
lim w/ = 


+ 


X3- 


= 1 : 


( 2 ) 


■ U dj , 

0 . 
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18 2. Herstellung dreier spezieller Losungen des Systemes (1). 

Wir konnen die zur Losung unserer Aufgabe notigen Hilfsmittel 
dadurch gewinnen, daU wir drei verschiedene Systeme von Losungen 
des Systemes (1) konstruieren. Wir gehen zunachst von dem im § 4 S. 34 
betrackteten Tensor aus, wobei wir jedoch die GroBen und 
vertauschen. Die drei GroBen hk = 1, 2 oder 3) definieren 

dann drei Funktionen der GroBen x^y x^. Diese Punktionen ge- 
niigen den partiellen DifEerentialgleichungen, welche wir im § 4 die 
erweiterten Stokesschen Gleichungen genannt haben und welche wir 
durch eine Drehung des Bezugssystemes in das System (1) iiberfuhren 
konnen. Indem wir diese Drehung des Bezugssystemes fiir die drei 
Funktionen tuy hky hk selbst ausflihren, erhalten wir eine erste Lo- 
sung des Systemes (1): 




as 

_ 1 p— 

o J a 


5 = r -f aj{xj— o = 


da, 

qU 


r 2 — r > 0. 


k hat in diesen Formeln den Wert 1, 2 oder 3. 

Wir haben im § 11, S. 137 eine durch die Gleichungen: 


X = abcj 




ds 
'jTf(s)’ 

+ A c2 + A 


= 1, (A > 0), 


fr(s) = )^(a® + s) (6* + 8) (c* + s) 


(4) 

(5) 


definierte Potentialfunktion benutzt. Sie nimmt, wie aus (4) ersicht- 
lich ist, auf jedem Ellipsoid I == Konst, einen konstanten Wert an. 
Wir betrachten jetzt ein beliebiges Ellipsoid E jener Schar A = Konst., 
welches wir jedoch so wahlen, daB es innerhalb des Ellipsoids A = 0 
fallt. A soil also auf E einen solchen negativen Wert annehmen, daB 
a^-f A, 6^ + A, + A alle positiv ausf alien. Aus dem Greenschen Satze 
folgt, wenn der Punkt x^, x^, x^ auBerhalb von E liegt: 


R 


1 dx I 

r dwH 


dm 
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Oder, da auf E einen konstanten Wert hat imd da: 


/ 


d 1 

dnW r 


dS<f>y = 0 


ist, well der Punkt , Xj, £3 nach unserer Annahme aoilerhalb von E liegt : 


Z(») = - 


f dx(x(<>>) dSW 
inJ dn^^'> r 

E 


Wir konnen also die Funktion % auBerlialb von E durcli ein 
Integral von der Form: 

J dsm 

E 

darstellen. 

Aus der Funktion 0 bilden wir jetzt eine neue Funktion ]F von 
ajj, ajg, Xg, indem wir setzen: 

W(x) = J F(x«»)0(z,x(«))dS(O). (6) 

E 


In derselben Weise, wie wir aus der Funktion 0 eine Losung des 
Systems ( 1 ) abgeleitet haben, konnen wir jetzt aus W eine L 5 sung 
desselben Systemes herleiten. Wir setzen: 

fi2U/ 

p*a) = 2juJ f (xC)) dS(o). (8) 

E 

Fiir jeden Wert von A (A; = 1 , 2 oder 3) geniigen dann die Funk- 
tionen u^l, dem System ( 1 ). 

Ein neues System von Losungen der Differentialgleichungen ( 1 ) 
leiten wir aus der Potentialfunktion i2 ab, welche wir in § 11 S. 137 
benutzten und durch die Gleichung: 


£i 


oo 

= Tiabc 


I *^2 

+ s' s 


^ 0 ^ + 


— 1 


ds 

'A(s) 


(9) 


definiert haben. Wir setzen: 


^ dxjdxk ^ 


QUa, 


d^£i 


dxidx/t 

Ein drittes System von Losungen erhalten wir durch den Ansatz: 


(10) 
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.,( 3 )=-, ( 11 ) 

WO n eine beliebige, auBerhalb der Flacbe (2) regulare und in 
unendlicher Feme verschwindende Potentialfunktion ist. 


18 3. Ansatz zur Losung des Problems. 

Aus den gefundenen drei Systemen von Losungen (7)— (8), (10), 
(11) setzen wir eine neue allgemeinere Losung der Gleichungen (1) 
zusammen: ^ ^ ^ ^(s) ^ 

f = AjP^'PjP^+ 


Sie enthalt sects willkiirliche Konstanten Ajf^^y A^^^^ und eine will- 
kiirlicbe Potentialfunktion 77. Wir werden zeigen, daB wir, wenn a a, 
6o, ca geniigend klein sind, iiber diese willkiirlicben Elemente un- 
serer Losung so verfiigen konnen, daB die Nebenbedingungen in ge- 
niigender Annaherung erfiillt werden. 

Wenn ar eine kleine GroBe ist, so haben wir annahernd: 


0 = r + aj{xj — ic/®>) — I a[r^ + [a^(xj — + 




Wir haben also: 


E E 

_ J ^5(0) _ 1 0(3^^^ _ a, a*) j F(x^) 

E E 

Wirhatten: 

J -± 


und haben in § 11 S. 139 gesehen, daB x fhr groBe Werte von H den 
Wert 2abclR annimmt. Da die linke Seite der obigen Gleichung fiir 
groBe jfZ-Werte den Wert: 

E 

annimmt, so schlieBen wir, daB: 

jF(x(oy)dS<o)=2abc 

E 
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ist, folglich fur kleine o'JB-Werte annahernd: 


(1) A dx , d 


Wir setzen jetzt: 


il = _ 


- - oabc(3dft - afOt). 

•4 J T 

* li> 




und haben dann fiir kleine o'iZ-Werte: 

+ m/») = Af^x - -f ^ - oo6c(3 J/D - a/Ot4*(i)). (12) 

OXj 

Da nun auf der Flache ( 2 ) A = 0 , ;^ = und: 

_ dX 

dxj dX dxj dxj 
so gilt auf der Flache ( 2 ) annahernd: 

- oa6c{3^,W- a,a,.4tW). (12) 

O Xj 

Wir haben andererseits auf derselben Flache: 

.4*(2) _ =.2nahcA^^^ f 

OX^OXk < 


(a* + s)d(s) 

AM dX 

- h^~-+ c*— 


usw. Wir sehen aus diesen Gleichungen, daB wir, wenn a, 6 , c so 
klein sind, daB wir a^a^, 0 ^ 6 ^, neben 1 vernachlassigen konnen, 
die Nebenbedingungen in geniigender Annaherung dadurch erfiillen 
konnen, daB wir den Konstanten Ak^^\ Ak^^'> die folgenden Bedin- 
gungen auferlegen: 

= 2^ = £ ^ 2 ^'' ’ = ^n ■’ 


'^i^^(Zo+ — 3aabc) + aabca^atAiP^^ = Vo.^, 

— ^oabc) + aabca^atAt^X) = Va^ , 
<^^3— ^oabc) + oabca^atAt^-^^ = Ua^. 
Wir baben dabei der Kiirze wegen: 


(14) 


abc 


f {a^ + s)W(8) 


ds 

(6* + s) iF^s) 


P2> 


abc 
* b 


CO 

J 


ds _^P 
(c2+5)W(«) ® 
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gesetzt. Die Gleichungen (14) ergeben in erster Naherung, wenn wir 
die a enthaltenden Glieder vernachlassigen: 


^a)_ A a, _ 

^ “ ~Xo+^P, 


Ua, 


2 _ A (1) _ y, “3 


In zweiter Naherung erhalten wir 
Ua^ 


= 

^ Xo+<^^Pi 


^,<2) = 


Va^ 

Xo+^Pz 


= 3 - 

® X,+ <^P^ 


1 + aahc 
1 + oahc 
1 + aabc 


M-~= 


a 


2 


+ - 


-Xo+<^^Pi 

3 

Xo+b^Pz 

3 

Xo+o^Pa 

+ 


-M 

-M 


Xo + Xo + Xo + 


184, Berechnuiig des Widerstandes. 

Die Krafte, welche die Fliissigkeit auf das Ellipsoid ausiibt, 
hangen nur von der Bewegung in der Umgebung desselben ab. Ein 
Vergleich zwischen den Formeln im § 11, S. 136 — 139 und den hier 
entwickelten Formeln, besonders (12), zeigt, daB, von der verander- 
ten Bedeutung von Ak^^\ AjP^ abgesehen, die hier betrachteten Ge- 
schwindigkeitskomponenten sich nur durch konstante Glieder von 
den dort gefundenen unterscheiden. Da konstante Glieder der Ge- 
schwindigkeitskomponenten bei der Berechnung der auf das Ellip- 
soid ausgeiibten Krafte ohne Belang sind, konnen wir das S. 139 ge- 
wonnene Ergebnis sofort auf unsere jetzt erhaltene Losung iiber- 
tragen. Die Resultierende der Krafte, welche die Fliissigkeit auf das 
Ellipsoid ausiibt, hat die Komponenten: 

~ 16;r/4a6c.4/i) (; - 1, 2, 3). 

Die GroBen und Pj, welche sowohl in Oberbecks Widerstands- 
fonneln wie in unseren Formeln vorkommen, sind Funktionen von 
a, 6, c, welche durch elliptische Integrale definiert sind. Von bcvson- 
derem Interesse sind diejenigen Falle, in denen diese elliptischen 
Integrale in einfachere Funktionen von a, 6, c entarten. Dies trifft 
ein, wenn das Ellipsoid Rotationssymmetrie um eine Achse besitzt. 
Wir setzen in diesem Fall a = 6 und erhalten, wenn a = & < c: 
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>«8 {- + 1 /^- *) • 


c2_a2 (c* 


>»*(:+ 1^-1 


20* 


Wir haben dagegen, wenn a — h>c. 



Der Widerstand, den ein Rotationsellipsoid erfahit, das sicb parallel 
der Symmetrieacbse, der c-Achse, bewegt, ist also: 


IQnua^cU 1. , 2<ja*c'\ 
- AT -1'+ -jr- J- 


WO, wenn c> a ist: 




ist, und wenn c < a ist: 


- 2a2c* 2a2c(a2-- 2c2) , /l/«* i 


Fur c = a geben beide Formeln N und f olglich : 


IF = 6:r/.a (l + -g- , (C^ > 0) 

was mit dem S. 174 gefundenen Ergebnis ubereinstimmt. — Fiir c = 0 
findet man N = nac und folglich: 


W = 16fiau(l + ^°^-y {U>0) 

Das Ellipsoid kann in eine ebene Scheibe entarten, ohne daB 
a = b ist. Stets konnen wir aber in diesem Falle c = 0 setzen. Wir 
setzen: 
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lim — = , lim ^ = P,* . 

C— C C— ►© ^ 

Die Besultierende der Erafte, welche die Flussigkeit auf die Scheibe 
ausnbt, hat dana die Eomponenten: 


p. _ l&n/Jiabai JJ 

\%nnaha^ U 
Xo* + ^~P7 
IQjifiaba^ U 




^3=- 


wobei : 




1 + aab 
1 “|- oob 
1 + aab 


Xo* + o^P; 
3 


Xo* + f>^P2* 


HI- 


M* = 


D * 


+ ■ Xo* + b^P2 


~ V * 

Xo 


Man sieht aus diesen Formeln, dafl der mit proportionale Teil 
der Kraft im allgemeinen nicht senkrecht gegen die Scheibe iat. Sein 
Betrag und seine Richtnng hangen von der Orientierung des Ge- 
schwindigkeitsvektors in bezug auf die Scheibe ab. Die gegen die 
Scheibe senkrechte Komponente jener Kraft hat den Betrag: 


Da: 


Idji/i aa^^asU f 3 _ \ 

Xo* 'Xo* ' 


00 



00 



sds 

(a^ + s) W (s) ’ 


6 p ^ r ds r sds 

a ^ W(s~)^J (b^ + s)W(8)^ 


so folgt, dafi wenn a > 6 ist, a^P^* > Wenn a>b ist, so 

ist deshalb M* im Falle =0, Ug = cos & groBer als im Falle Oj = 
cos Hieraus folgt wiederum, daB die gegen die Scheibe 

senkrechte Komponente der mit dem Quadrate der Geschwindigkeit 
proportionalen Kraft im „apteroid aspect'* (og = 0) groBer als im 
„pterygoid aspect" (a^ = 0) ist. 

Wenn a = 6 ist, so konnen wir Ug = 0 setzen und erhalten dann: 

Ei= — fiaai f/j 1 + (4 — 03 *) , 

K^ = 0, Ej = - 16/^003^1 1 + 3“ (7-a3*)|. 


Die gegen die Scheibe senkrechte Komponente der mit dem Qua- 
drate der Geschwindigkeit proportionalen Kraft verschwindet, wenn 
Gg = 0 ist, d. h. wenn der Geschwindigkeitsvektor der Scheibe mit 
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der Ebene derselben parallel ist. Sie nimmt den groBtmoglichen Wert 
an, wenn aj = 1 ist, d. h. wenn der Gescbwindigkeitsvektor gegen 
die Ebene der Scheibe senkrecht ist. 

In einer in mehrerer Hinsicht interessanten und wertvollen Arbeit 
hat W. J. Harrison imter anderem auch den Widerstand berechnet, 
den ein elliptischer Zylinder erfahrt, wenn er sich mit konstanter 
Geschwindigkeit in einer zahen Fliissigkeit bewegt und wenn dabei 
entweder die groBe Achse oder die kleine Achse des Querschnittes 
mit der Bewegungsrichtung parallel ist. Er findet fiir den Widerstand 
pro Langeneinheit im ersten Falle: 




^nfiU 


a + 6 


log 


ya'(a + b) 


Dabei ist U die Geschwindigkeit, 2 a die groBe und 26 die kleine 
Achse des Querschnittes. y hat den Wert 1,7811. 

Wenn die Bewegungsrichtung mit der kleinen Achse des Quer- 
schnittes parallel ist, ist der Widerstand pro Langeneinheit: 




b 

a h 


iiTCfxU 


— log 




Wenn a = 6 ist, stimmen und Wg mit dem von Lamb berech 
neten Widerstand eines kreisformigen Zylinders uberein. 


§ 19. Eine kleine Kngel nnd eine ebene Wand. 

19 1. Einleitung. Die von der Kngel primfir hervorgernfene 

Strtfmung. 

Wir sahen in § 12, 2, S. 143 wie man bei den Stokesschen 
Gleichungen Probleme behandeln kann, in denen eine ebene Grenz- 
flache vorkommt. Nach dieser Methode hat, wie in § 12 erwahnt 
wurde. Stock eine genaue Berechnung des Widerstandes ausgefiihrt, 
den eine Kugel erfahrt, die in einer von einer ebenen Wand be- 
grenzten zahen Fliissigkeit sich mit konstanter Geschwindigkeit in 
einer mit der Wand parallelen Richtung bewegt. Fax6n hat dieses 
hydrodynamische Problem wieder aufgenommen, aber dabei die er- 
weiterten Stokesschen Gleichungen zugrunde gelegt. Seine Methode 
ist die in § 13 dargelegte. Zuerst wird die in § 16, S. 168 gegebene 
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Losung des Problems der Kugel derart umgeformt, daB die Geschwin- 
digkeitskomponenten und der Druck durch Doppelintegrale dar- 
gestellt werden, in denen die Koordinaten Xg, Xg des Aufpunktes 
nur im Exponenten, und zwar linear, vorkommen. Fax6n benutzt ein 
Bezugssystem, dessen x^-Achse in die Bewegungsrichtung fallt. Er 
schreibt die Geschwindigkeitskomponenten der durch die Kugel primar 
eingepragten Stromung in der Form — V + Uj wo : 




= C 


1 


P = -c 
Hier ist: 


1 2 2 a , j , 

'-3 + 

3afi 1 


|g“CT'/2 — aar, 

'4 

R 

a® 1 1 

R ' 


2q \ — laa' 

Cl ist eine Konstante, deren Betrag ohne Belang ist. 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


192. Integraldarstellung dcr Fnnktionen 0i und P. 

Fiir die Funktion l/7i haben wir in § 13 die Darstellung gefunden : 


1 

R 


-f- QD 

Ifh 


g<(aia'i + a,ar,)— «; T,i _ 


da^da^ 

X 


( 6 ) 


> 0 , X , 

Um eine entsprechende Darstellung fiir die Funktion: 

g — a'/i — axi 


zu finden, gehen wir von dem Integrale: 


r r f 

2:71V J J + o^j 

— 00 


da^da^da^ 


aus. Da dieses Integral fiir reelle Xj unbedingt konvergent ist, so 
haben wir: 




Um ^rrr_ 

2ji*J j j 0 

0< a^* < A 

- ir. 2^1// /v' 


a** (a, 2 + a*) 
6< aj* < A* 


0 <ay* < A* 


0 < fii* < A* 
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Die beiden Glieder innerhalb der Parentbese haben bei A -*^00 be- 
stimmte Grenzwerte. Wir haben in der Tat: 

A 


j j da^da^da^ = 27 tJ daj sin ^dd^ = 

a-O 1^ = 0 
A 

in f sin (aR) , 


0<nj< A* 


Der Grenzwert dieses Integrales ist also 
Wir haben ferner: 


2 n^ 


R 


I / /«”+W = 

0 < ft^o »;/==. (» 


ft ^ 0 =. 0 

A 

in / a sin (a/2) , 
2 . 2 

+ o2 


_ in /asii 

- bJ 


Wir lassen jetzt A ins Unendliche wachsen. Das Integral, welches 
wir zuletzt bekommen haben, nahert sich dabei einem endlichen Grenz- 
werte, den wir am einfachsten durch komplexe Integration berechnen. 

Wir erhalten so: ^ „ 

271 ^ 

R 

und haben also schlieBlich: 

1 p~a* R 

^ • ( 6 ) 

Wir konnen andererseits, wegen der unbedingten Konvergenz des In- 
tegrales J, den Wert desselben in der Weise berechnen, daB wir zu- 
erst die Integration in bezug auf ausfiihren. Wir konnen dabei 
komplexe Integration anwenden, indem wir, wenn X3 > 0 ist, den In- 
tegrationsweg in der komplexen Og-Ebene nach oben schieben, da- 
gegen wenn x ^<0 ist, nach unten. Wir erhalten so, indem wir be- 
achten, daB der Integrand von J die singularen Punkte: 

^3 = + + ^ 2 ^ = + ^3 = + ifa^^ + tta* + = + iX* 

hat: 

da^da^ 




00 

+ * 

_.A.r 

27 iJ j X* 
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Da das erste Glied rechts nach (5) den Wert 1 jR hat, so folgt 
wegen (6): 

g-a'ij I 

R 2n c 

— OD 

Wir sehen aus dieser Formel, daB: 


+ CD 

ff 




+ a 


R 


-i/p 


£(«, i a) -f- «2 ^2] — I 


dayda2 


also, wenn wir rechts ct^+ia statt als Integrations variable be- 
mitzen und diese Variable wieder mit bezeichnen: 


^ — a'Ji — aXi ] /• 


R 


= I J -f '‘2^2) — ^1 r,! . 


(7) 


Hier ist: 


A 4- — 2ioa^ . 

Mit Hilfe dor Beziehnngen (5) und (7) konneu wir 0^ und P 
durch Integrale darstellen: 

-}- 00 

01 = 2^ ff dojda.^, 

— QO 

-■j- 00 

I f - '‘ da.da.,, 

InJJx ' “ 

--- c» 

- o ^ ^ _l_ ^2 ^ 


wo: 


^i = c 


92 = — 


I — ^ • ia^ + • G ^i)“ 


193. Berechnung der von der Wand zuruckgeworfeiien 

Stromnng. 


Der jetzt folgende Teil unserer Untersuchung ist die Berechnung 
der von der Wand x^ = — C erzeugten, zuriickgeworfenen Strdmung. 
Fiir diese Stromung kann man den folgenden Ansatz machen: 


-= 2,(0..^,. + S„) + ^ (®.. + P. + ■^*) . 


-357' 


13 Oseen, Hydrodynamik 
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§ 19. Eine kleine Kugel nnd einc obene Wand 





J_ff 94(^1’ 

271 J J A 

06 



dag. 


-f QD 




P* = 

1 f fs'sK. 

27tJJ x 

CD 

^ ^ I '1 ^ 


dag, 


-j-co 





271 J J A 

^ 2 ) gt(«,ir,H-«,ar»)- 

-H=’.+ 2;)da^ 

dag . 


— no 


Die Bedingungen fur Xg = — C ergeben : 


94 - 

ffe- 


' ^2 2iaa^ ioa, 

' “ ioa^x 


9i 


Wegen des singularen Punktes = 0 sind die Integrale, durch 
welche wir die Funktionen P* und 0^* darstellten, divergent. Wir 
definieren P* und 02* als die Cauchyschen Hauptwerte der Integrale, 
welche wir zur Darstellung derselben benutzt haben. 


19 4. Resultierende Kraft auf die Kugel. 

Durch unsere Formeln ist die Berechnung der einmal zuruckge- 
worfenen Stromung im mathematischen Sinne erledigt. Um die er- 
haltenen Formeln hydrodynamisch zu verwerten, ist man aber auf 
ein eingehendes Studium der Integrale angewiesen, durch welche 0j*, 
P* und 02* definiert wurden. Wir werden hier nicht auf diese kom- 
plizierten Fragen eingehen. Wir begniigen uns damit, die Ergebnisse 
von Faxen mitzuteilen. Wir bemerken, daB Faxen nicht nur die oben 
bestimmte, einmal zuriickgeworfene Stromung, sondern auch die dop- 
pelt zuriickgeworfene Stromung berechnet hat. Er findet fiir den 
Widerstand gegen die Bewegung der Kugel: 


W 


QnfjiaU 


1 


a a 


9 

8 2C 




Hier ist; 

;i:(a:) = l— + 


9 ^864 +9 


25 

24 


+ 




(y = 1,781070). 
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Fiir x(x) hat Paxen die folgende Tabelle berechnet: 


X 

z (*) 


xi^) 

1 

X 

XW 

X 


0 

1 

I 

0,30 

0,6978 

0,8 

0,4277 

3 

0,0873 

0,05 

0,9367 

0,30 i 

0,6608 

0,9 

0,3925 

4 

0,0479 

0,10 

0,8796 

0,40 i 

0,6265 

1,0 

0,3603 

5 

0,0262 

0,15 

0,8276 

0,5 j 

0,5660 

1,5 

1 0,2390 

10 

1 0,004 

0,20 

0,7804 

0,0 i 

0,5137 

2,0 

i 0,1692 

18 

- 0,0016 

0,25 

0,7370 

0,7 ; 

0,4680 

2,5 

0,1195 

X 

0 


Die Widerstandsformel ist giiltig, wenn und neben 1 

vernachlassigt werden konnen. 

Die Resultierende der Krafte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel 
ausiibt, hat auch eine gegen die Wand senkrechte Komponente. Sie 
strebt die Entfernung der Kugel von der Wand zu vergrobern und 
hat den Betrag: 9 

^nuaU-oa • 

U> C 

Hier 1 st: 


r(o'C) = I - « + 


137 


o'®C® + 


175 

96 




log 


ya'C 


Faxen findet ferner, daU die Kugel, wenn .sie um ihren Mittelpunkt 
frei roticren kann, die Drehgeschwindigkeit : 


3t/ aV, 3a\ 

~ 32 « ■ f* V 8f j 


hat. Die Drehachse und die Drehrichtung sind dioselben wie in deni 
Falle, da3 die Kugel die ebene Wand beriihrt. 

Wenn man in der Widerstandsformel o'C ^md a/C so klein an- 
nimmt, dali a* Q • a* a und (j?\C^ neben 1 vernachlassigt werden konnen, 
wird das Glied — J aa* im Nenner von W durch das zweite Glied der 
Entwickelung von aufgehoben, und wir erhalten annahernd: 


ir - 


QTZfjLaU 
a 


1 — 


9 

16 C 


()7ifJia f/ ( 1 + 


9 a 
16 C 



Dies ist die von H. A. Lorentz aufgestellte Widerstandsformel, welche 
wir im 12. Paragraphen, S. 142, abgeleitet haben. Sie ist also gultig, 
wenn die Kugel sich in geniigender Nahe der Wand befindet und wenn 
der Radius und die Geschwindigkeit derselben geniigend klein sind. 


13 * 
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§ 20. Eine Kugel in einer Rohre 


§ 20. Eine Kngel in einer ROhre. 

20 1 . Einleitnng. 

J ^ — a’ It — crarj 

Integraldarstellnngen fur die Funktionen und ^ 

Das Problem, den Widerstand zu berechnen, den eine Kugel er- 
fahrt, die sicb mit konstanter Geschwindigkeit langs der Achse einer 
mit einer zahen Fliissigkeit gefiillten Rohre bewegt, hat als erster 
Ladenburg in seiner Dissertation in Angriff genommen. Er legte seiner 
Berechnung die Stokesschen Differentialgleichungen zugrunde. Fax6n 
nahm das Problem wieder auf . Er zeigte, dafi man durch eine verhalt- 
nismaBig geringe Abanderung der von Ladenburg gegebenen Formeln 
die den erweiterten Stokesschen Differentialgleichungen entsprechende 
Losung des Problems erhalten kann. Der Ausgangspunkt von Faxen 
ist die S. 191 (1)— (3) gegebene Darstellung der Bewegung, welche 
eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfullenden Fliissigkeit 
erzeugt. Fiir die Funktion: 

g — a' R -nra*! 

R 


benutzt er zunachst die Darstellung (19, 7) S. 193, fiihrt sie jedoch 
durch Ausfiihrung der Integration in bezug auf Og in eine Form iiber, 
welche die Symmetrie des Problems in bezug auf die Achse des Rohres 
zura Ausdruck bringt. Wir setzen: 

+ x^ — r, ixg — r sin hyp {i i), | ccg | — r cos hyp (i |). 

Wir setzen ferner: 

Ug == ia^ — 2ioa^ sin hyp^. 


und geben dabei der Wurzel ein solches Vorzeichen, daB der reelle 
Teil derselben positiv ausfallt. Wir erhalten: 


* H — ax. 


R 


271 J J 2, 

QO 

00 GO 

f doLt f e*'*!*^ = 

2nJ V A 


oo -f- CO 

= J' J* 


2»oai cos hyp (t ^ 


Das zweite Integral in der letzten Formel definiert eine Hankelsche 
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Zylinderfunktion, und zwar hat man* : 


-}-oo 

J iria^^ 2toai). 


Wir haben also: 

+ 00 

Pj R nXy % C / 

- = — — 2toaj) rfaj. 

— 00 

Ein spezieller Fall der Beziehung (1) ist die Formel: 

— CD 

Man erhalt sie aus (1), indem man o = 0 setzt. 

Aus den Formeln (1), (2), (3) S. 191 folgt jetzt: 

q-— ^ u., ^ M3 -= (<^1+ 


— 2 j 2toa,)(^ai , 

— 00 
- oo 

P -- — J ir | |)rfai . 

—00 


Mj — 2a0i + (01 + P), 

j.dP 

)- QD 


( 1 ) 


C^) 

(3) 

(4) 


(/i und f /2 haben die S. 193 angegebenen Bedeutungen. 

Umgekehrt kann man sofort verifizieren, daB diese Ausdriicke den 
Stokesschen Differentialgleichungen geniigen, wenn man nur die Tat- 
sache benutzt, daB die Hankelsche Zylinderfunktion 
linearen Differentialgleichung : 



1 dy 
X dx 


— y == 0 


(5) 


geniigt. Hieraus erhellt sofort, daB wir eine neue Losung der erwei- 
terten Stokesschen Gleichungen in der Weise erhalten konnen, daB wir 
in (2) — (4) ix) durch eine andere Losung der Gleichung (5) er- 

setzen. Eine solche Losung ist die Funktion: 




a^" 




(m!)* 


Vgl. N. Nielsen, Uandbucb der Zyiinderfunktionon. S. 128. 
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§ 20. Eine Kugel in cinor Rohrc 


20 2. Ansatz zur Lo»ung des Problems. 

Wir benutzen diese fur alle x-Werte regulare Losung von (5) in 
unserem Ansatz fiir die Bewegung, welche durch die Reflexion der 
Stromung (3) in der zylindrischen Wand der Rohre erhalten wird. 
Wir setzen fiir die zuriickgeworfene Stromung: 




()xi ’ 

P-^qU 


•/=- + 


(fP* 

Ox,’ 


= I J ‘‘‘'P'i— ir}aj^ — 2iaai)da,, 

Qfc 

4-oc 

P*= «i )dai. 


wobei wir uns vornehmen, und g^ so zu bestimmen, daLi die Inte- 
grale konvergieren. 

Die Bedingiingen 0, q ^ 0 an der zylindrischen 

Grenzflache, etwa fiir r — I, driicken g^ und g^ als lineare, homogene 
Funktionen von g^ und ^2 erhaltenen Ausdriicke erfiillen 

die oben erwalmte Bedingung. Die Berechnung der von der Wand zu- 
riickgeworfeiien Stromung ist damit in mathematischem Sinne erledigt. 


20 8. Die Widerstandsformel. 

Die weitere Aufgabe ist jetzt, aus der gefundeneii Losung den Wider- 
stand gegen die Bewegung der Kugel zu berechnen. Wie oben erwahnt 
wurde, hat Ladenburg diese Aufgabe fiir den Fall 0 = 0 gelost und 
Faxen fiir den allgemeinen Fall, wo o einen von Null verschiedeneii 
Wert hat. Auf die Berechnungen, welche zur Gewinnung der Wider- 
standsformel notwendig sind, wollen wir hier nieht eingehcn. Wir be- 
gniigen uns damit, dasErgebnis mitzuteilen. Fax4n findet fiir den Wider- 
stand einer Kugel, die sich mit der Geschwindigkeit U langs der Achse 
einer zylindrischen Rohre mit dem inneren Radius I bewcgt, unter 
Voraussetzung, daB o'^a^, o'a-a^jp und a^/l^ gegen 1 vernachlassigt 
werden konnen : 

i^n/LiaU 

I -- \ - 'I L{a>l) -f- 2,09 - 0 , 95 “" 
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Hier ist: , 

Lix^ = -Mi? “ M 

J I a-2ix 

— 00 

' aAJ<>{- i I a \)J^- U) ’ 

X =/a* — 2ixa, 

A = XJ°'(- i I a I) J«(- iX) - ! a I J«(- i \ a |) u). 

Eine Keihenentwickelung der Funktion L(o^l) ergab: 

L(o'0 = 2,104 — + 

Eine numerische Berechnung ergab: 

L(0) - 2,104, L(0,5) - 1,76, L(l) - 1,48, L(2) - 1,04, 
i(5) = 0,46. 

Die Widerstandsformel zeigt, daB das Glied — Jao' im Nenner fiir 
kleine Werte von a*l vom zweiten Gliede in der Entwickelung von 
L(o'l) aufgebobenwird.EinePrufungdererweitertenStokesschen Wider- 
standsformel durch Messung der Fallgeschwindigkeit einer Kugel langs 
der Achse einer vertikal gestellten, von einer zahen Fllissigkeit erfiill- 
ten Rohre ist also nur dann moglich, wenn der innere Radius der 
Rohre so groB ist, daB es nicht erlaubt ist, die Entwickelung von L (o'l) 
nach dem zweiten Gliede abzubrechen. Wie Fax6n hervorgehoben hat, 
ist diese Bedingung bei zwei Messungsreihen von Arnold erfiillt, und 
bei diesen Messungen ist der EinfluB des Gliedes — }ao' deutlich zu 
sehen*. 


§ 21. Zwei Kugeln in einer Flttssigkeit. 

21 1 . Einleitung. 

Die Theorie von Smochulowski nach § 14. 

Wir haben im 14. Paragraphen eine Untersuchung von Smolu- 
chowski kennen gelernt, in welcher er die Krafte untersucht hat, 
welche zwei Kugeln, welche sich mit derselben konstanten Geschwin- 
digkeit in einer zahen Fllissigkeit bewegen, durch die Vermittlung 

* Nach Experimenten, die in l/eipzig unter der Lcitung von Prof. Schiller 
ausgefuhrt worden sind, stimmt das Widerstandsgesetz (11) in § 16 noch hoi o' a ^ 0,25 
bis auf ein Prozent mit den Messungen uberein. Vgl. Geiger und School, Handbuch 
der Physik. Bd. 7, S. 111. 
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§ 21. Zwei Kugeln in einer Fliissigkoit 


dieser Fliissigkeit auf einander ausiiben. Wenn wir die Geschwindig- 
keit der Kugeln JJ nennen und wenn wir die ajj-Achse mit der Rich- 
tung derselben parallel legen, so konnen wir das in § 12 gewoniiene 
Ergebnis so ausdriicken, dafi auf die Kugel 1 mit dem Mittelpunkte 
und dem Radius eine Kraft wirkt, deren Korupo- 
nenten; _ 2, 3) 


sind, wahrend auf die Kugel 2 mit dem Mittelpunkte 
und dem Radius die Kraft: 

— Gjijuaj U{6ki~ 

wirkt. Die DroBen Ufl sind dabei durch die Annahme definiert, daB 

wo und willkiirliclie Konstanten sind, Losungen der Sto- 
kesschen DifEerentialgleichungen sind, welchc den Nebenbedingungen: 


fiir 

11 

1 

lim 0; 

bzw.: 


fi >> CO 

fiir 

= {Xj -- 

;r^(2))a ^ a./ : lim = 0 

geniigen. 


r, — ► (X 


Die hier gegebenc Lbsung des Problems von Smolucliowski ist 
iiur bis auf Glieder von den GroBenordnungen ~ 

— xf^yf) rich tig. 


21 2. Neue Lbsung 

auf Grund der erweiterten Stokesschen Gleichungen. 

Wenn wir das Problem von Smolucliowski unter Zugrundelegung 
der erweiterten Stokesschen Difierentialgleichung statt der von Stokes 
selbst benutzten Differentialglcichungcn losen wollen, haben wir nur 
in der oben gegebenen Vorschrift zur Losung des Problems die Worte 
„ Stokesschen DifEerentialgleichungen** mit ,, erweiterten Stokesschen 
DifEerentialgleichungen** zu vertauschen. 

Die Werte der GroBen C/Jf/ konnen wir jetzt aus (16,5) S. 168 
entnehmen. Wir erhalten unter Vernachliissigung von Gliedern von den 
GroBenordnungen af/r^g, ^'a^, a'a^\ 

^ ^12 
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^ '■12 

3 () l_ 

or,2 

Auf die Kugel 1 wirkt also eine Kraft mit den Kompoiienten : 

9 ">12 - V*’) 

— im/maiUd 1 1, 71 ua.aoU - - — 

^ ^12 




ort 


'12 -'12 

Die Kraft, welche auf die Kugel 2 wirkt, erhalt man durcli Ver- 
tauschung von xf^'^ sowie von a^. 


21 a. Diskussion der neuen Losung. 

Wir sehen aus unserer Formel, daU die Kraft, welche eine Kugel 
durch Vermittlung der Flussigkeit auf die andere Kugel austibt, sich 
in zwei Teilkrafte zerlegen lafit. Die erste Teilkraft hat dieselbe Rich- 
tung wie die Gcschwindigkeit und kann also als eine Abschwachung 
des Widerstandes gegen die Bewegung der Kugel aufgefafit werden. 
Die zweite Teilkraft fallt in die Richtung der Verbindungsgeradcn 
zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln. Die erste Teilkraft 
hat fiir die Kugel (1) den Betrag: 

jTfia^a^U - 

M2 


und folglich fur die Kugel 2 den Betrag: 

l^n/xUia^U - - • 

Ms 

Wenn wir U 0, annehmen, so hat der erste dieser beiden 

Ausdriicke stets einen kleineren Wert als der zweite. Die Abschwachung 
des Widerstandes ist also fiir die vorangehende Kugel stets kleiner als 
fur die nachfolgende Kugel. Die vorangehende Kugel hat mit anderen 
Worten stets einen groBeren Widerstand zu iiberwinden als die nach- 
folgende Kugel. 

Wir gehen zur zweiten Teilkraft iiber. Langs der Verbindungs- 
geradcn zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln, in der Rich- 
tung von der Kugel 2 nach der Kugel 1 , wirkt auf die Kugel I eine Kraft : 


^71 ji a^aJJ 


1 — (f + o'ri2)c 

or 


"'^it — "(-^1*** 


2 

12 
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und auf die Kugel 2 eine Kraft: 


9 


- 71 


1 _ (1 + 


Wir nehmen wieder an, daB f/ :: 0, ^ ist. Da unter diesen 

Umstanden o > 0 und : 


(1 + < 1, e- 1 


ist, so hat der erste der beiden Ausdriicke sicher einen positiven Wert. 
Wir sehen hieraus, dafi die langs der Verbindungsgeraden wirkende 
Kraft auf die vorangehende Kugel stets den Charakter einer AbstoBung 
von der nachfolgenden Kugel hat. 

Der Ausdruck: 

1 _ (1 4 - 


kann sowohl positive wie negative Werte annehmen. Er ist negativ, 
wenn a > 0 und : 

1 + o'ri2 < 

positiv, wenn o > 0 und : 

1 + o'ri2 > 


Die langs der Verbindungsgeraden wirkende Kraft auf die nachfolgende 
Kugel kann also sowohl den Charakter einer AbstoBung wie den Cha- 
rakter einer Anziehung von der vorangehenden Kugel haben. Wenn 
Z7 > 0, — x^^^y x^^^ = wenn also die nachfol- 

gende Kugel genau hinter der vorangehenden folgt, so ist die Kraft 
eine Anziehung. Wenn dagegen = x^^^ ist, so ist sie eine AbstoBung. 

Wenn ^/|/■l2/2/^ eine kleine GroBe ist, konnen wir an- 

nahernd : 

o'ri2zL. 


setzen. Wir kommen in dieser Weise zu den in § 14 mitgeteilten, von 
Smoluchowski aufgestellten Satzen zuriick. Die Voraussetzung fur die 
Giiltigkeit dieser Satze ist also, daB kleine GroBe ist. 
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§ 22. Zusamiiienstellung 
der mitgeteilten Widerstandaforiiielii. 


22 1. Stationilre Bewegung. Die Stokesschen Gleichungen. 

W — Widerstand, Kj(j = 1, 2, 3) = Komponenten der Resultieren- 
den der Krafte, welche die Fliissigkeit auf den Korper ausubt. 

1. Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliiasig- 
keit. Formel von Stokes. § 9. a = Radius, U = Geschwiiidigkeit 

der Kugel. 


2. Ruhende Kugel in einer in beliebiger stationarer und regularer Be- 
wegung begriffenen Fliissigkeit. Formel von Fax6n. § 9. m/**) — 6e- 
schwindigkeitskomponenten der Fliissigkeit bei Abwesenheit der Ku- 
gel, = der Druck in derselben, a = Radius der Kugel, der 
Mittelpunkt derselben. 


3. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissig- 
keit. Formeln von Oberbeck. § 11. a,b, c = Halbachsen. Uj = Ge- 
schwindigkeitskomponenten des Ellipsoides, langs der a-, der 
6-, t/3 der c-Achse. 

, f ds , r ds 

“'■'J W{.) • - “*'7 (." + 

\%7i^ahcU^ ^ \^)7iliahcU.^ 

^ + + ’ 
K^jifjiabcU^ 

Xo+c% ' 

4. Eine Kugel in einer auBerdem von einer ebenen Wand begrenzten 
Fliissigkeit. Formeln von H. A. Loren tz. § 12. a?, Xg- Achsen in der 
Grenzebene. > 0 in der Fliissigkeit. — Entfernung des Mit- 
telpunktes der Kugel von der Grenzebene. a ^ Radius. Uj = Ge- 
schwindigkeitskomponenten der Kugel. 

A\ = - Gn/.ia (l + t/, (l + , 

A3^-6;r,iat73(l+ ^ 
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6 . Eine Kugel zwischen zweiparallelen ebenenWanden. DieGeschwin- 
digkeit der Kugel den Wanden parallel. Formeln von H. Fax 6 n. 
§ 13. a = Radius. JJ = Geschwindigkeit der Kugel. — Entfer- 
nungen des Mittelpunktes der Kugel von den Wanden. 

a) ^2 = ^ • 

iy_ 6nfiaU 

1 - 1,004 “ + 0,418 “3 - 0,169 


1 - 0,6626 -j- + 0,1475 - 0,131 - 0,0644 

n n n 

c) Mittlere Geschwindigkeit einer Kugel, die zwischen zwei senk- 
rechten, parallelen, ebcnen Wanden fallt. Siehe S. 156. 

6 . Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. § 14. a^, 

== Radien, C/j, 1]^=^ Geschwindigkeiten der Kugeln, = Entfer- 
nung zwischen den Mittelpunkten derselben, = Winkel zwischen 
der gemeinsamen Bewegungsrichtung beider Kugeln und der Ver- 

bindungslinic zwischen den Mittelpunkten derselben 
a) Formeln von M. Smoluchowski. = i/g = U, 


(o<#<f). 


= — W, - 6n(«o, t/ (l — ^ . 

Auberdem wirkt auf beide Kugeln in der Richtung vom Mittel- 
punkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Kugel 
cine Kraft: 9 

TtfxUa^a.^ - • 

'12 

b) Formeln von H. Faxen. = 0 : 

+ 7 \(- I + I - 

„ \ Z a. 1 ( 1 . ,27 3 I 3^ ^ 

- bTifia^ t/j 1 2 — + ^^^3 [- 2 «1 “2 +“8 «1«2 - 2 ®2 J + 

+ 1 ^ 2 ^®!*®*“ + 4 ® 1 ® 2 ^) + ■■■ ■ 

12 

TFg wird aus durch Vertauschen von und Og, und 
erhalten. 



222. Stationare Bowegung. Die erweiterten Stokesschen Gleichungen 205 


c) Formeln von H. Dahl. = = a, {> == 0. 

+ 9a;2 + 93a;4 + 1197x8 + 19821x8 + •••)- 
— + 19 x 8 ^ 337^5 53313;? tghSx® + ...) 

a 

wird aus durch Vertauschen von und erhalten. 

d) Formeln von M. Stimson und 6. F. Jeffery. Oj = Oj = a, = 
^U^=V,d = 0: 

Wi=-W^ = &nfiaUl 

. 4 . , w(w+l) ^ 48inh^(»+ J)a — (2» + l)28inli*a| 

/l-^sm “^^^2^_iy(¥n+3) ^~2slnli(2n + 1) a + (2n+ 1 )8inhya 1 

cosh a = * . 

2a 

Tabelle fiir A siehe S. 162. 


22 2. Station&re Bewegung. 

Die erweiterten Stokesschen Gleichungen. 

Bezeichnungen wie oben. AuBerdem: 

Uj — f/ay, U> 0, (ij^ — 1 , G — QUj2/i. 

1. Eine Kugel in einer sonst den ganzen Rauin fullenden Flussigkeit. 
Formel vom Verf. § 16. a = Radius, U — Gcschwindigkeit. 

W = ^nfiaJJ ^1 + j aoj • 

2. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum fullenden Fliissig- 
keit. Formeln vom Verf. § 18. Vgl. oben S. 187—189. 


^2 

^3 
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Spezielle Falle: 
a) a = 6 < c. 



3. Ein Kreiszylinder in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. Formel 
von Lamb. § 17. 1,7811, a = Radius, U = Geschwindigkeit des 

Zylinders. 

W pro Langeneinheit = - — , • 

i-log(iyaa) 


4. Ein elliptischer Zylinder in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. 
Formeln von Harrison. § 18. a, 6 = Halbachsen des Querschnittes, 
i/g = Geschwindigkeitskomponenten des Zylinders langs der 
Hauptachsen. 


pro Langeneinheit r- ^ 


4:7lfJ>Ui 





pro Langeneinheit = — 


4;r^ U 2 


a + b 


log 


1 


ya(a + b) 


5. Eine Kugel in einer auBerdem von einer ebenen Wand begrenzten 
Fliissigkeit. Formeln von H. Fax6n. § 19. Geschwindigkeit der 
Kugel, U, parallel der Wand, a = Radius, C = Entfernung des 
Mittelpunktes der Kugel von der Wand. 
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1 -ao 

4 


QnfiaU 


= 1 - -J * + »•- , + 

Tabelle fiir xi^) siehe S. 195. 

AuBerdem wirkt auf die Kugel eine Kraft, welche die Entfer- 
nung C von der Wand zu vergrofiern strebt. Sie hat den Betrag: 


TtfiaJJ • oa 


/X . 5 137 ^ 8 , . |175 , , h \ 

y =r 1,781070. 

6. Eine Kugel in einer Rohre. Die Kugel bewegt sich langs der Achse 
der Rohre. Formel von Fax6n. § 20. a — Radius der Kugel, I — in- 
nerer Radius des Zylinders, IJ = Geschwindigkeit der Kugel. 

w QnfiaV 


1- ^-ao--^-/.(oZ) + 2,09^3-0,95^,, 


Numerische Werte der Funktion L s. S. 199. 

7. Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. Beide Kugeln 
bewegen sich mit der konstanten Geschwindigkeit U in der Rich- 
tung der positiven Achse. § 21. Formeln vom Verf. a^, ag — Ra- 
dien, (7 = 1, 2, 3) Koordinaten der Mittelpunkte, 

fernung zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln. Auf die 
erste Kugel wirkt in der Richtung der Xj- Achse eine Kraft: 

_ ejijMai v(\- \ + -»-■■•’)) . 

\ 4 ri2 / 

Auf die zweite Kugel wirkt eine gleichgerichtete Kraft: 

j?j(2)=_67i/«Oijt/(l- ^ e— 

\ 4 Tjg / 
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AuBerdem wirkt auf die erste Kugel eine Kraft, welche dieselbe 
Eichtung hat wie der Vektor vom Mittelpunkte der zweiten Kugel 
zum Mittelpunkte der ersten Kugel und deren Betrag: 

%-nH ?7|1 - (1 + ori,)e- 

ist. Auf die zweite Kugel wirkt eine Kraft, welche die entgegen- 
gesetzte Eichtung hat und deren Betrag: 


nil -Y 


'U\ \ — (1 ~ 


22 a. Nicht-stationiire Bewegung. 

Eine Kugel bewegt sich in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. 
Die Bewegung ist stetig und fangt bei ^ = 0 an. Formeln von Boussi- 
nesq. § 10. a =: Eadius, lJj[t) = Geschwindigkeitskomponenten der 
Kugel, r r-z fijQ, 

a 

nv ^ 

0 


]lt ^Y(0) I 




— 6:/r//a{ TJj[i) + 



Dritter Teil. 

Der Grenzubergang 
zu verschwindender Z'dhigkeit. 


14 Oseen. Hydrodjnamik 




Einleitang. 


Die Fliissigkeit, welclie fiir uns die weitauB groBte Bedeutung hat, 
ist das Wasser. Der Koeffizient der Zahigkeit pi hat fiir das Wasser 
einen kleinen Wert (bei 15® C 0,0113). Unter diesen Umstanden hat 
die Frage, wie sich eine Fliissigkeit bei verschwindender Zahigkeit 
bewegen wiirde, ein sehr groBes Interesse. Es kann scheinen, als ob 
man diese Frage sofort und ohne Schwierigkeit beantworten konne. 
In der Tat liegt der Gedanke nahe, den Grenziibergang zu verschwin- 
dender Zahigkeit einfach so auszufiihren, daB man in den DifEeren- 
tialgleichungen fiir die Bewegung einer zahen Fliissigkeit // = 0 setzt. 
Man kommt in dieser Weise zu den Eulerschen Differentialgleichungen 
fiir die Bewegung einer Fliissigkeit: 


(duj . duj\ dp duj ^ 

^ \ dt dxj ~~ dxj ’ dx] 

zuriick. Das Studium dieser Glcichungen hat indessen zu Ergebnissen 
gefiihrt, die mit den jedermann gelaufigen Tatsachen in Widerspruch 
stehen. Die auf sie begriindete Theorie der idealen Fliissigkeit lehrt, 
daB ein Wirbel niemals in einer Fliissigkeit entstehen kann. Sie lehrt 
ferner, daB ein starrer Korper, der sich mit konstanter Geschwindig- 
keit in einer Fliissigkeit bewegt, keinen Widerstand erfahrt (das Para- 
doxon von Euler oder von d’Alembert). 

Welcher ist der innere Grund dieses Widerspruches zwischen der 
hydrodynamischen Theorie und der Erfahrung? Kann er nicht in der 
Art der Ausfiihrung des Grenziiberganges zu verschwindender Zahig- 
keit liegen? Es gibt von einem rein mathematischen Gesichtspunkte 
aus einen Grund, zu bezweifeln, daB man den Grenziibergang in der 
oben geschilderten einfachen Weise ausfiihren kann. 

Bei Differentialgleichungen hangt der analytische Charakter der 
Losungen wesentlich von den Gliedem hochster Dififerentiationsord- 
nung ab, also bei den Differentialgleichungen fiir die Bewegung einer 


zahen Fliissigkeit von den Gliedern der Form 
dp 

in bezug auf t), A Uj, • Es ist unter die 


iedern der Form (hochste Ableitung 
Es ist unter diesen Umstanden mathe- 


14 * 
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matisch nicht ohne weiteres erlaubt, den Grenzilbergang in der Weise 
anszofUbren, daQ man einfach die mit fi bebafteten Glieder weglaQt. 

Wii werden so zu der Aufgabe gefiibrt, den Grenzilbergang zu 
yerscbwindender Zabigkeit in exakter Weise ausznfiibren. Wir scbrei- 
ben die bydrodynamiscben DiSerentialgleicbungen in der uns wobl- 
bekannten Form (vgl. S. 12, !*>): 


Q 


duj 

W 


+ w* 


duf 

dxt 


^t\| 

dxill 




duj 

dxj 


= 0 , 


^ P 

Wir gehen von einem Zustand aus, in welchem die Flussigkeit 
ruht. Anfanglich gibt es also keinen Wirbel in derselben. Wenn die 
liberlief erte Theorie der idealen Fliissigkeiten der Wahrbeit entspricht, 
so wiirde, wenn = 0 ware, auch fernerhin kein Wirbel in der Fliissig- 
keit entstehen konnen. Nach dieser Theorie behalt in der Tat die 
Zirkulation: n 

^ Ufdxj 


fiir jede geschlossene, von Partikeln der Flussigkeit gebildete Kurve 
einen konstanten, von der Zeit unabhangigen Wert. Wenn anfangs 
die Zirkulation fiir jede geschlossene Kurve den Wert Null hat, was 
insbesondere dann der Fall ist, wenn die Flussigkeit anfangs ruht, 
so muB also in jedem Momente fiir jede geschlossene Kurve die Zir- 
kulation verschwinden. Das ist nur ein anderer Ausdruck dafiir, daB 
die Bewegung wirbellos ist. Wenn jetzt fx nicht Null, aber doch sehr 
klein ist, so treten zu den Eulerschen Differentialgleichungen nur die 
kleinen Glieder fxAuj. Wir hatten also zu erwarten, daB die Wirbel- 
komponenten: 

dxk dxj 


sehr klein sind und daB sie beim Grenziibergange gegen Null 

konvergieren. Wenn die Wirbelkomponenten klein sind, so sind auch 

die GroBen: ^ , 

louj du]\ 

^^^Xdxjc dxj) 

klein. Wir begehen dann einen kleinen Fehler, wenn wir in unseren 
hydrodynamischen Differentialgleichungen jene Glieder vernachlassigen 
und dieser Fehler muB gleichzeitig mit fx gegen Null konvergieren. 
Sind unsere Voraussetzungen richtig, so mussen wir durch Losung 
des Systems: 
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bei entsprechenden Eandbedingungen ein annahernd richtiges Bild 
der Bewegung bekommen. Wenn dieses Bild bei /z 0 mit der Theorie 
der idealen Fliissigkeiten iibereinstimmt, so erhalt diese Theorie da- 
durch eine Bestatigung. Wenn dagegen die gefundene Bewegung bei 
0 mit irgendeiner der zugninde gelegten Voraussetzungen nicht 
iibereinstimmt, dann muB mindestens eine jener Voraussetzungen 
falsch sein. Aber unter unseren Voraussetzungen gibt es nur eine, 
an welcher wir fiiglich zweifeln konnen, eben die, daB bei verschwin- 
dender Zahigkeit die Theorie der idealen Fliissigkeiten die Wahrheit 
trifft. Unsere Methode gibt uns also, soweit dieses theoretisch moglich 
ist, ein Mittel, zu entscheiden, ob diese Theorie eine physikalische 
Bedeutung hat oder ob sie nur eine mathematische Fiktion ist. 

Unsere Methode besitzt aber nicht nur das oben dargelegte nega- 
tive Interesse, sondern auch ein nicht geringeres positives Interesse. 
Es gibt keine andere allgemeine Methode, die hydrodynamischen 
Differentialgleichungen zu behandeln, als diejenige, welche darin be- 
steht, daB man zunachst die quadratischen Glieder vernachlassigt 
und nach Losung der so erhaltenen linearen Gleichungen durch die 
Methode der sukzessiven Naherungen die anfangs vemachlassigten 
Glieder beriicksichtigt. Auch bei kleinem /i ist dies die einzige bis 
jetzt bekannte mathematisch sichere und zuverlassige Methode, die 
zu unserer Verfiigung steht. Von diesem Gesichtspunkte aus stellt das 
durch unseren Grenziibergang erhaltene Ergebnis eine erste Naherung 
der erstrebten, vollstandigen Losung dar. Aus den Widerstandsberech- 
nungen von Zeilon geht nun hervor, daB diese erste Naherung viel 
mehr ergibt, als man von vornherein erwarten konnte. Die Druck- 
verteilung auf der Vorderseite eines Korpers kommt in den von diesem 
Forscher behandelten Fallen schon bei dieser ersten Naherung fast 
genau richtig heraus. Und wenn bei dieser ersten Naherung der 
Unterdruck auf der Eiickseite des Korpers zu groB ausfallt, so kann 
man, wie Zeilon an dem Beispiel des Kreiszylinders gezeigt hat, durch 
weiteren Ausbau der Theorie in zweiter Naherung auch in diesem 
Punkte zu einer fast vollstandigen Ubereinstimmung mit den Tat- 
sachen gelangen. An dieser Stelle mag schlieBlich an die schone 
Theorie des Magnuseffektes erinnert werden, die Prof. Zeilon in nahem 
AnschluB an die in diesem Teile entwickelten Gedanken und Metho- 
den gegeben hat. Uber die zuletzt erwahnten Arbeiten von Zeilon 
gibt der Anhang einen Bericht. 



§ 23. Eiii gpezieller Fall. Fine diinne Platte. 

23 1. Ansatz zur Losung des Problems im Ansclilufi an den 
frfilieren Ansatz bei dem Ellipsoid. 

Wir betrachten in diesem Paragrapben einen speziellen Fall. In 
einer zahen Flussigkeit, welche sonst den ganzen Raum einnimmt, 
bewege sicb eine unendlicb diinne, ebene Scheibe mit konstanter Ge- 
schwindigkeit JJ in einer gegen die Scheibe senkrechten Richtung. 
Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen Anfangspunkt auf der Scheibe 
liegt und sich mit dieser bewegt, und dessen x^-Achse mit der Be- 
wegungsrichtung der Scheibe parallel und gleichgerichtet ist. Wir 
wenden in unserer iiblichen Weise fiir die Geschwindigkeitskompo- 
nenten der Fliissigkeit, auf dieses Koordinatensystem bezogen, die 
Bezeichnungen : — 17 + Wg, W3 an. Zur Bestimmung der GroBen Uj 
haben wir das System III?^ S. 13: 

. , duj dq Iduj duk\ 

und die Kontinuitatsgleichung : 

_ A /o\ 


Wir vernachlassigen die rechten Seiten der Gleichungen (1) und suchen 
das so erhaltene System: 

+ 1^-0 ( 3 ) 

n dem Grenzfall /^ == 0 zu losen. 

Wir bezeichnen mit f ^ = 0, fg* ^3 die Koordinaten der Punkte der 
Scheibe. Wir setzen wie iiblich = o. Nach unseren Annahmen 

ist o > 0. Wir setzen ferner: 

r = ]lx^ '+ (*2 — + (ajg — , s — r + Xy 


a 
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Die Fuaktion 0 genugt, wie wir Seite 33 gesehen haben, den par- 
tiellen Differ entialgleichungeu: 


^.0 = 



(4) 


d0 

. 1.0 + 


(5) 


Wir bezeichnen mit drei Funktionen von versuchen 

unser Problem durch den Ansatz (vgl. § 18);] 


7 * ^ 

S 


( 6 ) 


zu losen. S ist hier die Oberflache der einen Seite, etwa der vorderen 
Seite der Scheibe. dS^ = Element von S. 


23 2. Aufstellung von Integro-Differentialgleichungen zur 
Bestimmung der Funktionen q>^. 


Unser Ansatz (6) genugt wegen (5) den particllen DifEerential- 
gleichungen (3). Die GroBen Uj verschwinden in unendlicher Feme. 
Zur Befriedigung der Grenzbedingungen = U, t/g = % = ^ 
den Seiten der Scheibe verfiigen wir iiber die drei Funktionen (p-^, 9 ? 2 » 

In der ersten Gleicliung (6), die wir wegen (4) auch in der Form: 







d0 

dxk 


dS. 


(7) 


schreiben konnen, setzen wir zunachst j ~ I, Wir setzen der Kiirze 

/ d s 

wegen (bemerke bier und im folgenden, daB . 

1 — . 


30 

® 3 *1 


3*1 




( 8 ) 


Wir bemerken, daB, wenn der Punkt Xg, Xg sich in der Umgebung 
des Punktes 0, fg* fa befindet, der Ausdruck: 


3*1 r® r® 


(1_ e-oi) 


3 0*1 _ /I *1* 

3*1 r ~ ° \r 


sich wie: 
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verhalt, und dafl fiir Xj= 0, r > 0: 

dP a 

dxi fo 

wo; fo = [r],.-o = )^(®2— ^2)*“+ (» 8 — fs)®- 

Die Gleichung (7) ergibt unter diesen Umstanden, fiir j = \: 

9^1 """jj; J J <PsPxi « • 

Zur Bestimmung von 9?2> 9^3 erhalten wir so eine erste Gleichung: 

s s s 


Sie muB erfiillt sein, wenn der Punkt 0, x^ \m Inneren von 
S liegt. 

Weitere Gleichungen zur Bestimmung von 9^1, (ps erhalten wir 
auB den zwei iibrigen Gleichungen (7). Die Grenzbedingungen U 2 = 
^3= 0 an der Scheibe ergeben: 


J*9^2(^2> ^s) 
8 

J 9^3 (^2 > ^ 3 ) 


g~afo 


dSi 


dS. 


-±f 

dxj' 


r 

00' 

J (r(pk 

■Oxjc. 

8 

f 

[d0] 

J 0(pjc 

■Oxk 


dS^ = 0, 


0 


dS^ = 0, 


a;i= 0 


( 10 ) 


wenn »!= 0 ist und wenn [der Punkt Xi= 0, Xgj ®3 Inneren der 
Platte liegt. Wir konnen die letzten Gleichungen auch in der Form: 

\d0] 


^3) 

S 

/ e—oTo 

(p2-—dSs 


dxt 


dS( = 47rv'(®2» * 3 ). 


3?!= 0 


. dip. 


2o 


f 9’3^ 


- — dSt = 

*n dXo 


( 11 ) 


schreiben. 


23 8a Yereinfachung der Integro-Differentialgleichungen 

bei ju-*0. 

Die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — sind leider zu kom- 
pliziert, um eine Losung in einfacher Form zu gestatten. Zum Gliick 
vereinfachen sie sich wesentlich in eben dem Falle, der fiir uns das 
groBte Interesse besitzt, dem Grenzfalle jW = 0, dies wenigstens dann, 
wenn wir voraussetzen diirfen, daB beim ju-*0, also bei a -► 00 die Funk- 
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tionen 99^, q>2 9 <Pz 9 endliche, stetige und differenzierbare Funk- 

tionen 993^®), 993 W, konvergieren, und zwar in solcher Weise, daB : 

^ 0 ^ ^ ^2 /i — 0 ^ ^ ^3 

Man hat, wenn 99 eine stetige Funktion ist und wenn der Punkt = 0, 
ajg, x^ zur Scheibe gehort: 

/ g — CTfo 

9 ’(f 2 » ^s) = 

a 

— lim o J J(p(x 2 + focosii?, 353+ ro8in#)e”®*’«drQd# == 

a — ► 00 ^ 

— lim aJJ 9 )(x 2+ rgcos^, a;3+ rQsini?)£“®*‘odrodi? = 

ro<c 

= lim ay}(x2, Xq) J J e-^'odr^di^ + 

ro<^ 

+ lim oj J [(p(x2+ r^cos^, x^-j-r^sin^) — (p(x2,X3)]e~^'odrQd& = 

^ * rj < c 

= 2jr^(x2, X3). 

Dagegen ist: 

wenn der Punkt Xi==0, ajg, ^3 auJJerhalb von S liegt. Wir haben ferner : 


lim 0 r ^(Ij, la)^ ' = 0, 

fi-*o ^ rg 


lim fq’dz, h)Px^~odSi = f dSf 


lim a <p (£2, fa) 

it — ► 0 ^ 


()0 

dx. 


-2 a-i= 0 


u 0 


usw. Wir bekommen also zur Bestimmung von 993^^^ 993^®^ y^®^ 
die Gleichungen: 

9 ’a<»>(^a. *3) = *3) = . 


( 12 ) 


-/9’l<‘’>(f2.f3)-^'- = 0. 

♦ Von diesen Voraussetzungen unabhangige Untersuchungen iiber den Grenz- 
iibergang ^ 0 werden in § 26 mitgeteilt. 
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23 4. Vereinfachung der Integpo-Difl^rentialgleichnngen 
fiir die Fnnktionen und 

Wir wollen annehmen, daB die Funktion am Kande der Scheibe 
verschwindet. Wir baben dann: 

a fdy^o) iSi d f ..... , , a 1 a® Cy/f^ 

r„ “ dxj^ di, r„ “avj >o ’ 

dxj/di, r«“-avJ77 


rdf(o^z, -i, 
dis ^o‘ 


dS,+ 


rdy>( 0 ) ajg-ls 

iS,= 


9 w>, .,0 , ^ .7 0 

= dJ DS^^odS, + f - logr„rfS, ^ 


^ + ^2) j fs) log rod-Sf = 2nrp(f>'>{x2, *3), 


wenn der Punkt Xg, auf /S liegt. 

Wir erhalten also zur Bestimmung von 9?/®) und die Gleichungen : 

.,) - (£, + 5 ^,) f.) - f;, 

r rZS 

27r v>(«>(x3, X,) - ?>i(o)(l3, 13) ~ = 0- 

o 

Sie miissen erfiillt sein, wenn der Punkt =0, , Xg im Inneren von 

S liegt. 


235. Zuruckfuhrung der Funktionen und 
auf eine Potentialfunktion A. 

Die Bestimmung der Funktionen 9?/®) und rp^^'> aus ( 13 ) kann als 
eine potentialtheoretische Randwertaufgabe aufgefaBt werden. Wir 
setzen: 

is) ~ + ^ f ^^"^^2. is) ^ =A(x„x„x,). (U) 

Die Funktion A ist eine iiberall mit Ausnahme der Scheibe regu- 
lare und in unendlicher Feme verschwindende Losuhg der Laplace- 
schen Gleichung. Ihr Verhalten auf der Scheibe geht aus den Glei- 



236. Aufstellung einer Greenschen Funktion zur Bestimmung von A 219 
chungen (13) hervor. Sie zeigen, daB auf derselben*: 


lim 4 = lim |- - f = 

= 27rv><»>(x2, x^) - f <p,(0)(i„ I3) ^ = 0, 

“ »»)- (a^ + « V - 

Wenn wir A bestimmt haben, so ergeben sich und aus 
den Formein: 


= -0) = - 4„-^*.=+o- 

Die Bestimmung der Funktionen ist also auf die Bestim- 

mung der Funktion A zuruckgefiihrt worden. 


23 6. Aufstellung eiuer Greenschen Funktion 
zur Bestimmung von A. 

Wir wollen annehmen, daB wir eine vierwertige Potentialfunktion 
mit den folgenden Eigenschaften finden konnen. 

1. Hire Werte werden permutiert, wenn der Punkt x^um die Eand- 
kurve der Scheibe eine kleine, geschlossene Kurve beschreibt, welche 
die Scheibe durchdringt. 

2. Sie nimmt auf der Scheibe iiberall endliche Werte an. 

3. Ihre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf Xj, a? 2 > ^3 werden 
am Rande hochstens derart unendlich, daB sie iiber eine beliebige 
Flache integriert einen endlichen Wert geben. 

* Der hier benutzte potontialthoorotische Satz wird selbstvorstandlich, wenn man 

ajj x^ 

bedenkt, daU — bzw. -f * -3 der Raumwinkel ist, untor welchem das 

Flachenelement dS{ vom Punkte Xg, Xj aus gesehen wird. Vgl. iibrigens etwa 
Kom, Poteiitialtheorie I, S. 74. 
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4. Sie besitzt einen Zweig, der im Punkte y^ wie: 


1 

— yif + (®2 — yz)® + (»8 — Va? 


unendlich wird, wahrend die iibrigen Zweige dort regular bleiben. 
5. Sie ist, von diesen Ausnahmen abgesehen, iiberall regular und ver- 
schwindet in unendlicher Feme. 

F{xii ccg, ^1,^2* Vs) Potentialfunktion mit den in 1 bis 

5 aufgezahlten Eigenscbaften. Fj, Fg? F^ seien ihre Zweige, wo- 
bei wir den Cbergang von Fy zu Fy^^ beim Durchgange des Punktes x 
durch die Scheibe geschehen lassen. F^ sei derjenige Zweig, der im 
Punkte yi, Vs nnendlich ist. Fy+i moge endlich aus Fy dadurch 
hervorgehen, daB der Punkt ajg, x^ eine geschlossene Kurve be- 

schreibt, welche die Scheibe einmal durchdringt und sich ihr dabei 
von der Seite der negativen Xj-Achse nahert. Wir haben dann: 


Fy(a;i — 0, ajg, x^; y^, y^, ^ 3 ) = = + 0, x^, x^; yx,y2.y^) 


lim 


dFy 


= a:,«4-0 

Wir betrachten jetzt die Funktion: 


^j±i. 

dxj 


(16) 


Fi(xi, X2, Xs, Vi, y^, ya) ^a'^ — .Vi* ^ 2 * ^a) — 

— J’aCajj, x^, x^', y^, y^, y^) —F^ixi, x^.x^; — y^, y^, y^) = 

= G(Xi,Xz, 2 : 3 ; t/],.V2.y3)- 
Wir bemerken, daB wegen der S3niimetrie: 

F i{Xi, x^, x^i yi, y^, y^) = Fi( x^, X2, Xg', 2/1 > 3 / 2 > ya)’ 

F 2(2^1, 2!2, 2;3; yi , y ^, 2/3) = F ^{ X2> 2^3; y \’ y a ’ ya )’ 

F 3(2;j } ^2’ ^a"’ yi’ y2’ ya) ~ ^ai 2;j , X2) 2:3; 2/1 > 2^2 » ya)* 


(17) 


Wir baben nacb (16) und (17) : 


lim J'i(xj, X2, X3; 3/1 ) y2> ys) — 11*^ ^2’ ^a’’ yi’Vi’ ya) — 

a *!®— 0 - r , «— 0 

= lim Fi{Xi,X2,Xg; — yi,y2,ya) = 1™ *2. ^a> — yi. yz. ya)- 

ar , *=- 1-0 0 

Ferner: 

lim Fg(Xi, Xj, X3; 2/x, y2, ya) = 1™ ■^3(— »i. ^z’ ^^a’ — Vi’ yz’ ya) = 

a -,-— 0 a : i ^— 0 

= lim F3 (xj , Xg , X3 ; y^^ yg , y^ = lim Fg (xj^ , Xg , Xg ; , yg , yg). 

X, as-^O a’lSs — 0 


Also: 


lim 6f = 0. 

a *, = ~0 
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Wir haben ferner nach ( 16 ) und ( 17 ): 


OXi 

8 „ , 

= — 0 

Q 

*^=+0 OXi 

57-^4(»i»®8.a'3:-yi.y2.y3) = 

*, = —0 *'*1 


Folglich: 


lim ^ F^iXi, x^, X3] yi, y^, 


^3)' 


r r> 

lim ^ — = 0 • 

I 85 ?i 


a;i «+0 

Wenn wir die Scheibe als undurchdringlich auffassen, so ist G 
eine im ganzen Kaume eindeutige Losung der Laplaceschen Gleichung, 
welche iiberall mit Ausnahme des Punktes y regular ist, wahrend sie 
dort wie: 


— yi)* + (*2 — ye)® + (®3 — y 3 )® 

imendlich wird. G verschwindet im Unendlichen und geniigt an der 
Scheibe den Bedingungen: 




Wir konnen unter diesen Umstanden G als Greensche Funktion 
benutzen, um A zu bestimmen und wir erhalten: 


u c 

A{xi, jcj, 3:3) = — --J G(0, S2, h> *1. »2. *3) ■ 

s 

Man zeigt mit Hilfe des Greenschen Satzes leicht, daQ 
G{xif X29 ^29 Vv 2/2? 2/3) 

in bezug auf die beiden Punkte x und y symmetrisch ist. Man hat 
also auch: ^ 

A(Xi9 X 29 x^ = 4}zj* ® 3 ’> ^2* • 

s 
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Da in der Verzweigungskurve = = F^ = F^^ ist, so folgt, daB 

A und somit am Kande verschwinden. 

Wir warden zu der Aufgabe geflilirt, die Funktion F zu bestim- 
men. In einem der interessantesten Falle ist diese Aufgabe leicht los- 
bar. Wenn unsere Scbeibe kreisformig ist, kann man die Funktion 
F entweder durch ein Sommerf eldscbes Integral darstellen oder F nach 
Ringfunktionen entwickeln. Man bestatigt leicht, daB A in diesem 
Fall auf der Scheibe iiberall endlich, im Innern derselben beliebig oft 
difEerenzierbar ist und am Rande verschwindet. In diesem Falle fiihrt 
also unsere Methode die Gleichungen (9), ( 10 ) — oder (9), (11) — S. 216 
bei 0 aufzulosen sicher zum Ziele. 

Wir werden spater, in § 31 S. 311, einer expliziten Losung des Pro- 
blems der kreisformigen Platte begegnen. Jener Paragraph kann un- 
mittelbar nach diesem gelesen werden. Wir haben ihn nur deswegen 
an den SchluB gesetzt, um moglichst rasch zu den praktisch wichti- 
geren Fallen zu kommen. 


23 7. UntersuchuDg der Bewegung der Flussigkeit aufierhalb 
des Ton der Scheibe durchschrittenen Raumes. 


Wir kehren zu den Gleichungen ( 6 ) S. 215 zuriick. Wir nehmen 
an, daB es gelungen sei, die Funktionen 9 ?^, 9 P 3 aus den Gleichungen 

(9) und ( 10 ) zu bestimmen und daB diese Funktionen nebst ihren Ab- 
leitungen beim Grenziibergange jul 0 im Innern der Scheibe gleich- 
maBig gegen die Funktionen und ihre Ableitungen kon- 

vergieren. Wir nehmen iiberdies an, daB am Rande 9 /®) = 0 ist. Wir 
wollen unter diesen Voraussetzungen, unter Annahme, daB der Punkt x 
sich auBerhalb der Scheibe befindet, den Grenziibergang 0 aus- 
fiihren. Wir haben wegen der Gleichungen ( 6 ) S. 215, ( 12 ) S. 217 und 
(14) S. 218: 

lim y = = _ 

^ UX]g T 

o 


-ev 


1,(0) 


1 ^ d 


1 a 


dxi r ' a^g *■ 


dS^ = - 


(18) 


Durch jeden Punkt derRandkurve unserer Scheibe und in 
einer der Bewegungsrichtung derselben entgegengesetzten 
Richtung ziehen wir eine Gerade. Wir nehmen zuerst an. 
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daB der Punkt x auBerhalb des von dieser Geraden erzeug- 
ten Zylinders Z liegt. Wir haben nach (7) S. 216: 


Uj — 2a j ~ 


(19) 


( 20 ) 

( 21 ) 


Wenn der Punkt x auBerhalb von Z liegt, so haben wir ferner s > 0 

und folglich: ^ 

lim a I fa) — dSf = 0 , 
h-*o J r 

Folglich : 

s s 

Dabei wurde unter Beriicksichtigung, daB am Kande verschwin- 
det, partiell integriert. 

Die Funktion log « (s > 0) geniigt der Laplaceschen Gleichung 
log s = 0. Wir haben folglich nach (14): 


d 

dxj 
dx^dxj^^ 


( 22 ) 




T 

1^(0) 


r 


/)C0) 


dSs^ 


dSs^ 

dxj 


(23) 


23 8. Untersuchung der Bewegung der Fliissigkeit in dem 
von der Scheibe durchschrittenen Baume. 

Wenn wir zu dem Falle iibergehen wollen, daB der Punkt x 
innerhalb vom Zylinder Z liegt, so miissen wir bedenken, daB die 
Gleichungen (20) und (21) jetzt nicht mehr erfullt zu sein brauchen,. 
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§ 23. Ein spezieller Fall. Eine diinne Platte 


weil es jetzt im Integrationsbereiche einen Punkt fg = 
gibt, in welchem s den Wert Null annimmt. Nur die Umgebung dieses 
Punktes kann zu den linken Seiten dieser Gleicbungen Beitrage geben, 
die nicbt beim Grenziibergange 0 verschwinden. Um den Grenz- 
wert des Integrals: 

J ^3) ~ 

ZU bestimmen, fiihren wir neue Integrationsvariable ein: 


^2 == “cosi®* ^3 = X3 asin/ 3 . 

Wenn e geniigend klein ist, so konnen wir mit geniigender Annahe- 
(^2 — ^2)^ + {x^ — ^3^) ___ a2 


rung r = I 1 , 3 = 

Wir erhalten so: 


21*11 


!-L = __ setzen. 
a 


2 I :r| I 23t 


Um das Integral: 


2 J^ada J^<pj + 'j/— a cos ^8 , x^ + j 

0 0 

Der Grenziibergang 0, d. h. o 00 ergibt: 

2n(pf<^\xz, X 3 ). 

' s 

bei -H. 0 zu untersuchen, schreiben wir es in der Form: 

“ ^ f~ar • 


dxi 


Wit haben: 


dxf, 

ds 

dx^ 


dxt. 

s 

ds ds 

d^2 


d^ 


Durch partielle Integrationen konnen wir deshalb unser Integral 
so umformen, daB neben Randintegralen, welche iiber den Kreis 
•(fg — ^2)^ + (^3 ^3)^ == erstrecken sind und also fiir o 00 

verschwinden, nur Integrale von den folgenden drei Typen vor- 
Jcommen: 




dadS^ , 


a 
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/ d C r p — at 

J ~a~ = "J “7~ ’ 

K K 

£ ^ s K ^ 

K ist hier eine Abkiirzung fur: (fg — + (fg — < £*. Man zeigt 

leicht unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB r oberhalb einer 
positiven Grenze liegt, daB alle drei Integrate bei ^ 0 verschwin- 

dende Grenzwerte haben. Wenn der Punkt x innerhalb des Zylinders 
Z liegt, so haben wir also: 

lim 0 f Is) dSi = 2;r9)/“>(xg, x^) , (20') 

M-o J r 

s 


Wir haben schlieBlich unter unserer jetzigen Voraussetzung, daB 
der Punkt x innerhalb vom Zylinder Z liegt, den Grenzwert des 
Gliedes: ^ 

^ s 

rechts in (19) zu bestimmen. Man sieht leicht, daB die Gleichung (22) : 


dx,J r dx,(dx 2 ^'^ dxsvJ^ 


dxf , 
giilti 




immer noch giiltig ist. Wir haben folglich: 

a logs 


Cfj r dxfdx 




-±f 

dxfj 

-~A,fip^o^S„i,)log8dS,= 


(24) 


15 Oseen, Hydrodynamik 
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§ 23. Ein Bpezieller Fall. Eine diinne Platte 


Zur Bestimmung des letzten Gliedes in (24) betrachten wir das Integral : 




j® + (Xj ^ 2 )® + (®3 — 


Wir haben (wenn )/(xi — Sif + (x^ — + (x® — fg)® = VCxt — 

gesetzt wild) : 

d 1 f ,r* A. 1 a c. 1 ^ 


.wg + a:, -I, } = - ^l_-^2 • 

Wir haben demzufolge: 

J = _Jy(0)(^„|3)log«d5j + 
s 

+ f log {f(x^lf + (Xg + Xi + d-Sf = 

" -dl+d,. 

Nach unseren Annahmen ist eine negative Grofie. Wir wahlen jetzt 

die positive Grofie I so grofi, dafi I + x^ positiv ausfallt. Wir haben 

dann: . ^ . 

= 0 . 

Folglich: 

Nun lafit sich J als das Newtonsche Potential von Massen auffassen, 
welche hinter der Scheibe liegen. Ihre Eaumdichte ist 
haben folglich: 

A T i /f\\ I \ 




^*•^2 = 0 . 


und also: 


AJ = — 4:TyW(x2, Xg) 


Ax Jv><®>(l2. ^3) log sdSi = AxJi = 47iy^®)(x2, Xg) . (25) 


Aus (19), (20'), (21'), (24) und(25)folgt wegen der ersten Gleichungen (12) : 

QA 

lim Mi(xi, X 2 , Xg) = 4;r<pi<®)(x2, Xg) + ^ . 

■ , , . 0^ r ’ 

lim M2 (xi, Xg, a^) = , hm «3(Xi, Xg, Xg) = ^ , 

tt-*0 OXg ^-,.0 OXg 

wenn der Punkt x^, Xg, Xg sich in dem von der Scheibe dnrchschrittenen 
Bereiche befindet. — Wegen der Beziehungen (15) und wegen 

A = = 0 fiir Xj = — 0 

U X^ 0 fl/g 

gilt also fiir die Geschwindigkeit in dem von der Scheibe durchschrit- 
tenen Baume: 



239. Zusammenfassnng 
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dA 

lim = 3 — 


lim ^3 = 

, a -».0 


6x3 



lim Uq = 


dx2 



Diese Formeln zeigen sofort, daB die Fliissigkeit auch bei ver- 
schwindender Zahigkeit an der Kiickseite der Scheibe haftet. 


239. Zusammenfassiiiig. 


Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen: 

In einer zaben Fliissigkeit, welche sonst den ganzen 
Raum erfiillt, bewegt sich eine ebene Scheibe mit konstan- 
ter Geschwindigkeit (Komponenten C/j, C/g, U3) in einer gegen 
die Scheibe senkrechten Richtung. Es wird angenommen, 
daB die Bewegung der Fliissigkeit stationar ist und den 
Gleichungen: 

fji A Uj -{- Q U 


_ 1 ? _ n ^ - ft 

dxt dx,~ ’ dxi~ 


gehorcht. Bei fi 0 erhalten wir unter diesen Umstanden 
fiir Uj und q die folgenden Ausdriicke: 

In dem von der Scheibe nicht durchschrittenen Bereiche: 



In dem von der Scheibe durchschrittenen Bereiche: 


Uj- 




dA . , . . 

in demjenigen 


^ bezeichnet hier den Wert, den 
\dxjln 

Punkte der Riickseite der Scheibe annim'mt, in welchem 
diese von einer durch den Punkt x^y Xg, X3 gezogenen, mit der 
Geschwindigkeit (U) der Scheibe parallelen Geraden getrof- 
fen wird. 

A ist eine auBerhalb der Scheibe regulare und in unend- 
licher Feme verschwindende Losung der Laplaceschen Glei~ 
Chung: JA = 0 . 


An der Scheibe geniigt A den Bedingungen: 
an der Vorderseite: 

dA 


dn 




15 * 
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§ 24. Allgemeinere Untersuohungen 


wenn n die nach auBen gezogene Normale der Scheibe ist; 
auf der Riickseite: 

^ = 0 . 

Qualitativ konnen wir diese Ergebnisse in dem folgen- 
den Satze zusammenfassen: Bei dem Grenziibergange ^ 0 

tritt in deiFliissigkeit eineDiskontinuitatsflache auf. Diese 
Flache ist ein Zylinder, der von der Randkurve der Scheibe 
ausgeht und sich in der Richtung erstreckt, welche der Be- 
wegungsrichtung der Scheibe entgegengesetzt ist. AuBer- 
halb dieser Flache gehorcht die Bewegung den Gesetzen 
fiir die wirbellose Bewegung einer idealen Fliissigkeit. In- 
nerhalb derselben herrschen andere Gesetze. Gber die wir- 
bellose Bewegung ist hier eine Wirbelbewegung iiberla- 

gert, welche von dem Gliede ) herriihrt. Die Flussigkeit 

\uXj/ fi 

gleitet an der Vorderseite der Scheibe, sie haftet an der 
Riickseite. 

Mit der Theorie der idealen Fliissigkeiten stehen unsere Ergeb- 
nisse in schroffem Widerspruch. Dagegen stimmen sie, wenigstens 
qualitativ, gut mit den Tatsachen iiberein. Wir schlieBen hieraus, daB 
die paradoxen Resultate der Theorie der idealen Fliissigkeiten auf 
der unrichtigen Durchfiihrung des Grenziiberganges zu verschwinden- 
der Zahigkeit beruhen. 


§ 24. Allgemeinere Untersucliungen. 

24 1. Anfgabestellung. Ansatz zur Losung auf Grund des $ 5. 

Im vorigen Paragraphen haben wir ims mit einem sehr speziellen 
Falle beschaftigt. In diesem Paragraphen wenden wir uns allgemei- 
neren Betrachtungen zu. Wir nehmen an, daB ein Korper sich in 
irgendeiner Weise in einer Fliissigkeit bewegt. Wir brauchen nicht 
vorauszusetzen, daB der Korper starr ist. Was wir voraussetzen, ist 
nur, daB eine Flussigkeit, die sonst den ganzen Raum erfiillt, nach 
innen von einer, im allgemeinen von der Zeit abhangigen Flache S (t) 
begrenzt wird, auf welcher die Geschwindigkeitskomponenten Uj vor- 
geschriebene Werte annehmen sollen. Wir nehmen an, daB das ganze 
System fiir t <1^ ruht. Bei ^ fangt die Bewegung an. Wir stellen 
\ms die Aufgabe, die Bewegung der Fliissigkeit fiir t >tQ unter Ver- 
nachlassigung der quadratischen Glieder und im Grenzfalle 0 zu 
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berechnen. Wir mussen dabei, wegen der Unzusammendruckbarkeit 
der Fliissigkeit, mit der Moglicbkeit rechnen, daB die ganze Flussig- 
keit bei 1 = 1^ sich auf einmal zu bewegen anfangt. Wir setzen vor- 
aus, daB eine derartige, momentan einsetzende Bewegung wirbellos 
ist. Wir stellen uns also die Aufgabe, fiir t > und fiir /c -> 0 das 
System: 


duj 

"Tt 




dui 


( 1 ) 


mit den Nebenbedingungen: auf S{t) : Vj(S,t)\ in unendlicher 

Feme: Uj = 0 ; fiir < = = 0 , (jt k == 1 , 2 , 3) zu losen. 

Der Behandlung unseres Problems legen wir einige Annahmen be- 
trefls der Flache 8(t) und der Funktionen v^iS, t) zugrunde. Wir neh- 
men zunachst an, daB /S(^) stetige Tangentenebenen besitzt. Wir be- 
trachten jetzt einen beliebigen Punkt Q von S{t). Wir beziehen die 
Flache in der Umgebung von Q auf ein Bezugssystem 
dessen Anfangspunkt der Punkt Q ist, dessen ajg'-Achse langs der 
nach auBen gezogenen Normale der Flache im Punkte Q fallt und 
dessen x^- und iCg'-A-chsen zwei gegeneinander senkrechte Tangenten 
von 8{^) in Q sihd. Wir schreiben die Gleichung der Flache 8{f,) in 
der Form: 

x^ = ¥ x^y t) 


und wir nehmen an, daB die Funktion F in der Umgebung des Punk- 
tes Q stetige Ableitungen der drei ersten Ordnungen in bezug auf 
Xj', Xg', t besitzt. Wir nehmen femer an, daB die Funktionen V/(/S, t) 
sich in der Umgebung von Q als zweimal stetig differenzierbare Funk- 
tionen von Xj', Xg', t darstellen lassen. 

Um unsere Aufgabe zu losen, gehen wir von den in § 5 gewon- 
nenen Ergebnissen aus. Sie zeigen, daB wir durch den folgenden An- 
satz eine auBerhalb von S (t) und fur ^ ^ Losung des Sy- 

stemes ( 1 ) erhalten: 


t 

Uj(P, t) = JdrJhniQ, T)ujt(P, Q; t —r)dS(i + ^ , 

t, 5(t) ^ 


( 2 ) 


q{P, t)=-- — i/iQJt t)^ jdSQ-g^^- 

i(<) * 


^29 X 3 sind hier die Koordinaten des Punktes P in einem festen, 
rechtwinkligen Bezugssysteme. Die Koordinaten des Punktes Q im 
selben System werden wir mit fj, fg? h bezeichnen. Wir habenferner: 
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§ 24. Allgemeinere Untersuchungen 




f 

0 = ^J*E(a, t — r)da, 

0 

r2 = (a;; -f;)2, r>0; E{a,t^r)^ 
y) ist eine Losung der Laplaceschen Gleichung: 


6 a* 


g — r) 


)/<-• 


( 3 ) 


= 0 . 

Unsere Aufgabe ist, die Funktion hk{Q, r) und die Potentialfunk- 
tion ip so zu bestimmen, daB bei verschwindendem die Grenzbedin- 
gnngen erfullt werden. Wir werden dabei annehmen, daB die Funk- 
tionen A* in bezug auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit dieselben 
Eigenschaften haben, welche wir oben fur die Funktionen Vj(Sy t) an- 
genommen haben. 


24 2. Vorlaufige Zerlegung des Flachenintegrales in zwei 
Summanden yf] und yfa"" . 

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Element a(T) der Flache S(r) 
und bilden das Integral: 

Jjo = \htc(Q, r)Uji\P, Q, t — r)dSQ = 

a(j) 

- J hfiQ, T) d 0 + J h ds^ = + 7/;’ • 

ait) a(T) ^ * 

Wir haben, da 0 nur von r und t — x abhangt: 



d 

dSk 


0dSQ. 


Wir betrachten einen bestimmten Punkt Q des Flachenelementescr(T). 

^2* ^3 die Koordinaten desselben im festen Bezugssysteme. 

Dem Punkte Q entspricht in der oben dargelegten Weise ein Bezugs- 
system x^' — und fi', fg'j fa' — dessen x^'- (oder f3'-)Achse 

mit der im Punkte Q nach auBen gezogenen Normal der Flache S(t) 
zusammenfallt. Die Beziehimgen zwischen den Koordinaten x^, x^, 


* Die Abteilungen 242—246 behandeln das Verhalten der Flachenintegrale in 
(2) bei 
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und den Koordinaten a;/, V deeselben Punktes mogen durch 
die Gleichnngen: 

— 0;t (X/t f*), Of It Off = 6^1 
ausgedriickt sein. Wir baben dann ebenso: 

— ft)" 


Wir baben ferner, wenn wir mit h/ die Eomponente des Vektors 
Ji'v ^3 der x/-Achse bezeicbnen; 


d0 

Jl'f — Of^hji, hf = h'j , 


d0 


Also; 


dxf~ dxt'~ 


248. Definitive Zerlegung des Flftchenintegrales 
in zwei Snmmanden jj^J und JjV. 

Wir zerlegen in zwei Teile, Einen Teil: 

I’h/ogf/d^dSQ = Jh„ cos (na;y) A 0dSQ 

U) 

fiibren wir mit jj'J zusammen und bilden aus diesen beiden Ausdriicken 
ein 6Ued: 


= — f[hf — h„ COB (»*;)] A 0dSQ. 
a(x) 

Den iibrigen Teil von nennen wir jf^ und baben dann : 

J?^ = /I*'..,, - v»./^ I - 

o(r) 

ri d*<P 

diTW 


(4) 


d^0 


3^0 


+ 


(di0 Qi0v 


+ V [«i/ Idii'* sfa'® ' 


dSa. 


( 5 ) 
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§ 24. Allgemeinere UnterBucbungen 


244. Das Yerhalten des Integrates JfV bei kleinem ju. 

Wir betrachten zuerst das Integral Jf}. Wir haben: 


gy* 


Also: 


. - Q e 


Die Funktion: 


' 5 -’=/< 

o(t) 


er* 


jfo = I Qlj — hn COS {nx^) 


Q e 4 ^(< — t) 


2j« (t — rf' 

QT * 


Ti-dS. 


A0\=^ 


Q e 4 a»(i — T) 
2/^ 


konvergiert beim Grenziibergange 0, wenn r > 6 > 0 ist, gleich- 
maBig gegen Null. Aucb die Funktion: 


fji-p\ A0\, 

wo p irgendeine positive Zahl ist, konvergiert, wenn r > d > 0 ist, 
bei 0 gegen Null. Wenn beim Grenziibergange ^ 0 die Funk- 

tionen hj selbst oder die Produkte dieser Funktionen mit irgendeiner 
positiven Potenz von fx endlich bleiben, so konvergiert also das In- 
tegral jfa bei diesem Grenziibergange gegen Null, sofern nicht das 
Flachenelement o(t) den Punkt P enthalt. 

Wir betrachten jetzt den Fall, daB P in der Nahe von o(t) liegt. 
Wir nehmen an, daB eine Normale von P auf o(t) dieses Flachen- 
stiick in trifft und daB PP<®) die kiirzeste Entfernung von P nach 
o(t) ist. Wir setzen die Entfernung PP(«)= d, wobei also d eine posi- 
tive GroBe ist. Wir benutzen das Bezugssystem, welches nach der 
oben dargelegten Eegel dem Punkte P^^) entspricht. Die Koordinaten 
des Punktes P in diesem Bezugssysteme sind : = 0, X 2 = 0, x^ = d 

und wir haben folglich : 

^ f /)2 == 1^/2 + 1^/2 + _ |^/)2 

Wenn wir speziell zu x^'- und a^g'-Achseu dieTangenten derKriim- 
mungslinien der Flache /S(t) im Punkte P^®> wahlen, so haben wir: 


d^F 

^ ^ I> y? ^ ~ I oder 2, Fj^i — ^ ^ ^ • 

|Pi| und jPgl Hauptkriimmungsradien der Flache tS(T) im 

Punkte P^®>. Wir nehmen an, daB d < |Pj|, d < [Pgl Wir fiihren 



244. Das Verhalten des Integrals «/<|) bei kleinem fi 233 

in unserem Ausdruck fiir den obigen Wert von fg' ein und be- 
kommen: 

Wir betrachten jetzt die Funktion: 

__ g*'* 

Q e — g E(ryt — t ) 

2/4 ""S/i t — T 

und bemerken, daB diese Funktion fiir jLi{t — r) 0 fiir alle r wie 
eine Exponentialfunktion verschwindet mit Ausnahme von denjenigen, 
welche von der GroBenordnung ]/fjt (< — r) sind, d. b. genauer ausge- 
driickt in der ganzen f^'^g^'^bene mit Ausnahme von demjenigen Teile, 
in dem und fg' von der GroBenordnung 


sind. 


Y- 


^(JL{t — t ) 


Wir fiihren den soeben gefundenen Wert von ein und erhalten: 

= A._ ... “ i-M. - A'- i) + {'- -i) *v* + ■«•}. 

2fi t — T 2jw(< — t)'^’ 

= 1 Oder 2 

Wir habeii ferner: 

{hf — h„ cos (n a;y ,)]<2 = [*y — K cos (n!Ey)]p( 0 ) 

“ J,2 




1 Oder 2 


Pjkif 9jk sind Funktionen von ^2 von t. Wenn wir o(t) 
geniigend klein wahlen, so gibt es fiir die absoluten Betrage aller dieser 
Funktionen endliche Grenzwerte, welche nicht uberschritten werden, 
so lange der Punkt P innerhalb von a{r) bleibt. 

Wir kehren zu unserem Integral zuriick. Die gefundenen Aus- 
driicke der in jf] eingehenden Gr5Ben zeigen, daB das Hauptglied 
(wenn /4 und d klein sind) dieses Integrales in der Form: 
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\hj — hn cos (na?/)]p( 0 ) 


g — r) 


1^ 


flr(T) 


geschrieben werden kann. Wenn wir in dem bier auftretenden Inte- 
gral die Integration iiber die ganze f^'^g'-Ebene ausdehnen, so be- 
gehen wir einen Febler, der um so kleiner ist, je kleiner fx ist, und 
der bei -> 0 verschwindet. Wir konnen also, wenn wir einen bei 
0 verschwindenden Febler vernacblassigen : 






setzen. Fiir das Hauptglied von Jjo erbalten wir so den Ausdruck: 

Qp _ 

(1 +g(//)) e 4p(7-'t) 


2jr \hj — hn cos (naj;)]p( 0 ) 


Dabei ist : 

lime(fji) = 0. 

Wir betrachten jetzt die iibrigen Glieder in Jj'], Sie enthalten alle 
den FaktorjB(d, ^ — r). Dieser Faktor ist mit einem Integral vom Typus : 


multipliziert. Hier ist G eine Funktion von fg' t, welcbe als 
Faktor eine der GroBen: 




— t) ’ — t) 


entbalt. Da nun fiir kleine fx- und d-Werte nur die unmittelbare Um- 
gebung des PunktesP^®), d. b. des Punktes = 0, fg' = 0 einen merk- 
bchen Beitrag zum obigcn Integrale gibt, so folgt, wenn wir annebmen 
diirfen, daB die iibrigen Faktoren von G von derselben GroBenordnung 
wie [A/ cos(na:/)]p*®» sind, daB diejenigen Beitrage zu dem Wert 
von welcbe wir aus diesen iibrigen Gliedern erbalten, neben dem 
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§ 246. Beweis» daQ lim = 0 

fi-^O 

Hauptgliede klein sind und daB der Fehler, den wir durch Vernach- 
lassigung dieser Glieder begehen, bei 0 verschwindet. Fiir kleine 
(Z-Werte konnen wir ferner d/R^ und djR^ neben 1 vernachlassigen. 
Wir erhalten so, fiir kleine /i- und d-Werte, annahernd; 

== 2n\hj — hn cos {nxj)\E(d, t •— t). (6) 

Wenn d > 0 ist, so konnen wir bei 0 stets = 0 setzen. 


245. Beweis, dafi lim jjV = 0, wenn bei ju -> 0 die Fonktionen 
hi endlich bleiben. 

Wir gehea zu J^fl iiber. Wir setzen wieder: 


COS {fltQ 2/g ) 


und formen unseren Ausdruck (5) durch partielle Integrationen in be- 
zug auf li' und Ig' Wir erhalten so eine Summe von einem dop- 
pelten und einem iiber die Eandkurve des Integrationsbereiches er- 
streckten einfachen Integral. Die Integranden dieser Integrale be- 
stehen aus Gliedern, die entweder 0 oder eine Ableitung erster Ordnung 
von 0 enthalten. Insbesondere enthalten die Glieder des Doppelinte- 


d0 

grales entweder 0 oder Nun haben wir: 

0 




Fiir kleine jW-Werte haben wir also annahernd: 

[in 1 d0 d lie dr 

Wenn Q ein Punkt des Kandes ist und P auBerhalb von a(r) liegt 
oder ein innerer Punkt von o(t) ist, so gibt es ein solches 6, daB 
f > 5 > 0 ist. Die Funktion 0 und ihre Ableitungen erster Ordnung 
konvergieren also bei [i-^O auf der Eandkurve gleichmaBig gegen Null. 
Aber auch das Doppelintegral hat den Grenzwert Null, wie man so- 
fort sieht, wenn man bedenkt, daB fiir r ^ 0 : 



_d_ 1 d I 
dfg' r dup r ’ 


dr 

W 


= cos (npf) = 


0 . 
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§ 24. Allgemeinere Untersuchungen 


Wir schlieBen hieraus, daB, wenn beim Grenziibergange die 
Funktionen hj endlich bleiben, stets: 

lim jfl = 0, (7) 

sei es, daB der Punkt P auBerhalb von o(t) oder anf o{t) liegt. 


246. Untersuchung des Verhaltens von Jj^, 
wenn bei ju ->■ 0 die Funktionen ^fihj endlich bleiben. 

Es ist fiir das folgende notwendig zu wissen, vvie sich J^fl beim 
Grenziibeigange verhalt, wenn (dabei nicht die Funktionen hj selbst, 
wohl aber die Produkte i/i hj endlich bleiben. Es geniigt diese Frage 
fiir den Fall zu beantworten, daB der Pimkt P nicht auf dem Flachen- 
element a liegt. Um diese Frage zu beantworten bemerken wir, daB 
das Glied: 

Ig-W-o dr 


0 neben dem Gliede : 


l/fin d 1 
7 r 


zu vernachlassigen ist. Wir haben in der Tat: 



II 

9i ^jz 

r 


\ 9 ,\ ’ 7 4/.(<-t) 

gjgi hat also fiir // > 0, r == 0 den Wert Null und fiir r > 0 den Grenz- 
wert 0, wenn fi Wir konnen also iiberall jg neben g^ vernach- 
lassigen. Wenn wir das tun, und wenn wir dann durch neue par- 
tielle Integrationen die friiher vorgenommene Umformung von 
riickgangig machen, was stets erlaubt ist, wenn der Punkt P auBer- 
halb von o(t) liegt, so erhalten wir annahernd: 


_ "W /g\ 

a(T) o(t) 

Dieser Ausdruck ist also annahernd giiltig, wenn P auBerhalb von 
o(t) liegt. 
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24 7. Die Randbedingungen. Rnhendes Flllchenelement. 

Wir kehren zu unserem Ansatz (2) zuriick. Wir setzen: 


jo — ia, jo — Jja, 


wobei wir links 
haben dann: 


Die Bedingung; 
auf 8 ergibt: 


iiber alle Elemente der Flache 8 summieren. Wir 

t 


u,(P, t) = + jfijrfT + 1| . (9) 


Uj = Vi(S,t) 

t 

J ^ (9a) 


wenn P auf 8{t) liegt. Wir wollen in dieser Gleichung den Grenzuber- 
gang 0 ausfiihren und miissen dabei zwei Hauptfalle unterschei- 
den. Wir nehmen zuerst an, dafi das Flachenelement ap(^), zu welcher 
P gehort, wahrend der Zeit von bis t geruht hat. Fiir dieses Flachen- 
element haben wir dann in Formel (6) rf = 0 zu setzen und wir haben 

folglich : Y 

lim J^jl = 2 jr [lij — h„ cos (n Xj)] -j- 

n -*o p, — T 


Fur alle iibrigen Flachenelemente a haben wir d > 0 und folglich 
lim J^jl = 0. Wir haben ferner nach (7) fiir alle Flachenelemente o, 

auch Op, lim jfi = 0. Wir erhalten folglich: 

t 

2n J [hj — K cos (wx,)] ^ = v, — • (10) 

u 

0 =1,2, 3). 


Diese Gleichungen miissen zur Bestimmung der drei Funktionen hj im 
Punkte P dienen. Multiplikation von (10) mit cos(nxy) und Summie- 
rung in bezug auf j ergibt: 


Oder: 



( 11 ) 


in P. Dies ist eine Bedingung, welche tp im Piinkte P erfiillen muQ. 
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§ 24. Allgemeinere Untersuchungen 


Wenn sie erfullt ist, so ist eine der Gleichungen (10) eine Folge der 
tibrigen. Wir konnen dann den Funktionen hj im Punkte P noch eine 
Bedingung, etwa An= 0 anferlegen. Wir erhalten dann: 


fhj{T)dT _ J_ / _ ^ 

j.,}^ r 2jr V ' dxj ‘ 


( 12 ) 


Um diese Integralgleicbung aufzulosen, multiplizieren wir nach dem 
Vorgange von Abel die beiden Seiten derselben mit (T — nnd 
integrieren in bezng auf t zwischen den Grenzen und T. Links 
kebren wir die Ordnung der beiden Integrationen nm. Wir erhalten so: 


f f ' f (.,«) - * , 

I ii{T-t){t-x) W ^ dxil^T-t 


Die Substitution: 
fiihrt das Integral: 


< = T + ^ (T — t) (1 + sin 


T 

f dt_ 


in 


+ T 


fd» 


liber. Sein Wert ist also n, Wir haben folglich: 


= 2^ J(-/W - 

<<0> ' 


und also schlieBlich: 


2712 di 


t 

I 

f<0> 


Vf(S, r) 


df{r) 


dr 


dxf J ft — r 


(13) 


Wir sehen aus dieser Formel, daB die GroBen tatsachlich 
beim Grenziibergange fji 0 gegen endliohe und stetige 
Grenzwerte konvergieren. 

Wir wollen fiir einen Augenblick annehmen, daB nicht nur das 
Flachenelement Op, sender n die ganze Flache S in der Zeit von tQ bis 
t ruht. Wir lassen .unter dieser Voraussetzung P einen Punkt im 
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Inneren der Fliissigkeit bedeuten und fiihren in den Formein (9) den 
Grenzubergang 0 aus. Wir erhalten wegen (6) und (7) : 

dtp 




dxi 


Diese Gleichungen nebst der Laplacescben Gleichung J y = 0 und 
der Gleichung (11) bestimmen dieBewegung der Flussigkeit. Wenn wir 
verlangen, daB bei ^ > 0 die Flussigkeit an der Flache S haften soli, 
miissen wir in dem jetzt behandelten Falle v^(S,t) = 0 setzen. Die 
Gleichung (11) ergibt dann: 


dyf 

dn 


= 0 


an S. Dieses Ergebnis steht in voller Gbereinstimmung mit 
der Eulerschen Hydrodynamik. W enn es in einer Flussigkeit 
nur ruhende Korper gibt, so erhalt man bei jU-^0 aus den 
Gleichungen (1) eine Potentialbewegung der Fliissigkeit, 
welche durch die Bedingung festgelegt ist, daB die Flussig- 
keit an der Oberflache der Korper gleiten muB. 


24 8. Bewegtes FUchenelement. Grundlegende 
y oranssetzungen. 

Wir gehen zu dem anderen Hauptfalle liber. Wir nehmen an, daB 
ein beliebiger Punkt im Raume, Zg, Zg, wahrend der Zeit 

< t hochstens in einzelnen Momenten x — x = • • • t = 

< ^2 • • - < 0 Flache S{x) liegt. Wir nehmen an, daB man 

jedem Werte k{k == 1, 2 . . . , m) zwei positive GroBen Uk und a* in 
solcher Weise zuordnen kann, daB fiir geniigend kleine Werte von 
\t mit geniigender Annaherung d=Vjc\x — gesetzt werden 
kann. Wenn a* = 1 ist, so ist Vu die Geschwindigkeit, mit welcher 
die Flache sich im Momente x =^tjc dem Punkte x nahert oder sich 
von ihm entfernt. Wenn a* < 1 ware, so wiirde jene Geschwindigkeit 
unendlich groB sein. Diesen Fall schlieBen wir aus und konnen also 
im folgenden stets a* > 1 voraussetzen. 

t 

249. Untersuchung des Integrales jjjVdx^ 

wenn der betrachtete Punkt im betrachteten Zeitmoment 
anf dem Fldchenelement liegt. 

Wir haben nach (6), wenn tm=t und ist und wenn wir nur 

die Hauptglieder von beriicksichtigen : 
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§ 24. Allgemeinere Untersuchungen 


t t 

Jjj‘J dr = f[hf — cos ^ — t) rfr + 

/* / —e 

1 r * * 

+ 27l^wj [hj — A«C08(W(t)X/)]a!<»>£(rf(t),< — T)dT. 

1 t^-e 

Wir haben bier mit den Punkt bezeichnet, in welchem wahrend 
des Intervalles tjc — e<T<tk + e bzw. fiir h = m, wahrend t — b 
^ ^ ^ die kiirzeste vom Punkte P (mit den Koordinaten Xj, 5 C 2 > * 3 ) 
nach der Flache S gezogene Gerade diese Flache trifft. e ist eine 
GroBe, die wir, wenn geniigend klein ist, sehr klein annehmen kon- 
nen. Wir benutzen diesen Umstand, um unseren Ausdruck zu verein- 
fachen und konnen, wenn e geniigend klein ist, fiir aj(2) den Punkt P 
«elbst einsetzen. Wir konnen ferner in: 


— An cos (%, Xj)]^^r 

r = tk setzen. Indem wir ferner fiir den Wert: 


Vklt — tk 




einsetzen, erhalten wir bei kleinem ^ annahernd: 

r2 


J Jfi dr = 2n [hf — h„ cos (n(„)av)], 


‘ cV‘ 


2 Om 1 


dx -f- 


m— 1 r 

+ [hj— h„ co8{n(i)X^)]x,(^J 


]/t — T 
•t + ‘ eVl 




tk-F 




dr. 


Noch eine Vereinfachung ist bei unserer angenaherten Berechnung 
*der Integrale in der Summe erlaubt. i — t, das im Nenner des Integran- 
den und im Nenner des Exponenten vorkommt, weicht wenig yont-—tk 
-ab und wir konnen dafiir t — tk schreiben. Wir setzen dann im ersten 
Integrale : 

imd in den Integralen der Svimme: 

1 

Wir erhalten so annahernd: 



2410. Entsprechende Besultate in den anderen Fallen 


241 


t 1 e{m) g 

J J^Ur = [A, cos (n(„)X, •)],,, J + 

to 0 

m-1 — - 

+ 271 [hj — Jc-I«l*“* rff, 

-Hk) 

Wir gehen in den Integralen der letzten Formel zur Grenze ^ 0 

tiber und setzen: 


d| = C^,J 6-1^1^“^- d| = Z),. 


Wir erhalten bei kleinen /i-Werten annahernd: 

t ^ 

J 4'iiT = A„co3(«(„)a:y)^^^ 


+ 


+ 2 71 (A:) ^ ^^2 j [fe/ hn COS n(^^y • 


(14) 


24 10. Entsprechende Resultate in den anderen Fallen. 

Wir haben oben t, t^:> angenommen. Wir betrachten jetzt 
den Fall <tf ti> Wir erhalten: 

t 1 

J J\l dr = 27i^(*) \ “e ?7*^) K*)®’#)]*.**- (1®) 

to 

Der Fall kann in derselben Weise behandelt werden wie der 

Fall tjn=t ist. Wir brauchen uns deshalb nicht bei diesem Falle auf- 
zuhalten. 

f 

24 11. Entsprechende Untersuchung filr das Integral/jjadr. 

Wir gehen zum Integrale: 


t 



u 


iiber. Wir sehen aus Formel (8), dafi, wenn fji klein ist, annahernd: 


16 Oseen, Hydrodynamik 
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§ 24. Allgemeinere UnterBuohungen 



Sir) 


vorausgesetzt, daB der Punkt P nicht auf S (t) liegt. Wenn dies der 
Fall ist, ist Formel (16) nicht giiltig. Wir wissen aber, daB auch in 
diesem Falle Jfs einen endlichen Wert hat, dessen Hauptglied mit fjiji 
proportional ist. Dies reicht fiir nnsere jetzigen Zwecke aus und wir 
sehen, daB annahernd: 

,1T, 

to I, «(r) 


24 12. Anfstellnng von Integroditt'erentialgleichungen fiir die 
Grdfien bei kleinem /i. 

Wir sind jetzt imstande, die Gleichungen anfzustellen, welche zur 
Bestimmung der Funktionen hj und der Potentialfunktion ip dienen 
konnen. Wir bezeichnen mit P, einen beliebigen Punkt der Grenz- 
flache S und erhalten dann aus (9a) wegen (14) und (17): 


/ 4m 

Vf{Ps,t) = 2nC„ ( [hf — h„ cos (na5;)]p5., + 


1 



24 18. Nachweis, dafi in dem von der FlS^che nicht durchschrit- 
tenen Bereiche die Bewegnng eine Potentialbewegung ist. 

Wenn es gelungen ist, aus den Bedingungen (18) und aus der 
aUBerhalb von S giiltigen Gleichung Atp = 0^ die Ay und y> zu be- 
rechnen, so kann man die Geschwindigkeitskomponenten und den 
Druck in einem beliebigen Punkte P der Fliissigkeit berechnen. 
Wenn P in demjenigen Bereiche — wir wollen ihn B„ nennen — der 
zwischen und t nicht von S{t) durchschritten worden ist, liegt, 
haben wir, da jetzt d > 0 ist, wegen (9), (16), (17): 




2414. Naohweis, daB die Flussigkeit gleitet 
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Im letzten Gliede rechts in (19) hat nach unserer Voraussetzung 
f iiberall einen positiven, von Null verschiedenen Wert. Wir haben 
f olglich : 

d r, d 1 „ d 

dxjj dfjfc r ^ Oxj 

t. Six) /o «(t) 


hi' 


’“i-fjrh 


und also: t 

^ I ~ /^* Fit r I ■ 

^ -S(r) 

Die Bewegung ist also in diesem Teile der Flussigkeit eine Potential- 
bewegung. 


2414. Nachweis, dafi die Flussigkeit an der Vorderseite der 

Flache gleitet. 


tJber das Verhalten der Flussigkeit an demjenigen Teile von 
der an grenzt — wir nennen ihn /S„ — gibt Formel (18) AufschluB. 
Wenn wir jene Formel auf einen Punkt Pg anwenden, der zum ersten 
Male auf S liegt, fallt das zweite Glied rechts, also die Summe, weg 
und wir haben: , ^ 

) [^; — K cos (n X;)]p 5 ^^ ^ — 

Q / 


t 



Wir multiplizieren diese Gleichimg mit cos (nxj) und summieren in 
bezug auf j (j = 1, 2, 3). Das Ergebnis konnen wir in der Form: 


t 



schreiben. Das in (21) links vorkommende Integral kann auch in der 
Form : 



dr 


d^d 
dn dxk 






16 * 
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§ 24. Allgem einere Untorsuchungen 


geschrieben werden. Wenn der Pimkt P im Innern des Bereiches 
lage, BO wiirden wir daftir auch: 


d d 
dn dxk 



dSa 


(k si;) 


schreibei^ kbnnen. Das Integral, zu welchem wir so gefiihrt worden 
sind, kann als das Potential gewisse Massen gedeutet werden, welche in 
dem von S in der Zeit bis t durcbschrittenen Bereiche — wir nennen 
ihn Bn — ausgebreitet sind. Aus der Potentialtheorie ist nun bekannt, 
dafl die Ableitungen zweiter Ordnung raumlicher Potentialfunktionen 
einen Sprung erleiden, wenn der Aufpunkt eine Unstetigkeit der 
Dichte durchschreitet. Insbesondere kann man einem Punkte P der 
Oberflache des Korpers, von welchem das Potential herriihrt, im all- 
gemeinen drei verschiedene Werte einer solchen Ableitung zweiter 
Ordnung zuordnen. Bin Wert ist der Wert der in P selbst gebildeten 
Ableitung. Bin anderer ist der Grenzwert, gegen welchen die Ableitung 
konvergiert, wenn der Aufpunkt von Innen sich P nahert. Der dritte 
endlich ist der Grenzwert der Ableitung, wenn der Aufpunkt sich von 
auBen P nahert. Wir behaupten nun, daB, wenn a?i, X 29 x^ die Koordi- 
naten des Punktes Pg sind: 




vorausgesetzt, daB wir der linken Seite die letzte (dritte) der oben 
erwahnten Bedeutungen geben. Zum Beweise geniigt es, zu bemerken, 
daB; t 



dSQ = 


= lim — 



Wir konnen infolgedessen die Gleichung (21) auch in der folgenden 
Form schreiben; 




2415. Untersuohung der Bewegnng 
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Wenn wir die Vj als die Komponenten der Geschwindigkeit der 
Flache S auffassen, so ist wegen (20) die Formel (22) die Bedingung 
dafiir, daB die Fliissigkeit langs der Vorderseite der Flache S 
gleiten soil, d. h. die Bedingung dafiir, daB Fliissigkeit und Flache 
gleiche Normalgeschwindigkeit haben. 


24 15. Untersuchnng der Bewegnng in dem von der Flfiche 
durchschrittenen Teilbereiche. 

Wir betrachten jetzt einen PunktP in dem BereicheB;^, der in der 
Zeit von bis t von der Flache S durchschritten worden ist. Wenn 
P eine allgemeine Lage hat, so wird man = 1 (fc = 1, 2 . . m) 
haben. Man hat dann entsprechend S. 241 — und folglich 

wegen (9), (15), (17): 

Uj(P, t) = 2 jr (^^/)k tj, — 




d r 0 Xj 


(23) 


<0 

^2 • • • (^0 < <2 • • • S t) sind die Momente, in welchen P 

auf S gelegen hat. Wir nehmen zunachst an, daB t > tm ist. Wir 
lassen dann bei festgehaltenem P t gegen abnehmen und erhalten 
in dieser Weise aus (23); 


u, 


W 

= Vi(Ps^,t„) = h [/«,—/*„ cos (nav)]/>.,* 




d 


e c'*- 

1 


0 




<p *'(t) 

Wir ziehen diese Gleichung von (23) ab und erhalten: 

t 

u,(P,t) = v,{P,^,t„) I dS, + 


+ 


dxf 


ip{x,t) — ip(x,t„ 


(24) 


Wenn wit jetzt bei festgehaltenem t den Punkt P sich der Grenz- 
flache (S„ nahern lassen und wenn dabei tm gegen t konvergiert, was 
immer an der Riickseite des Korpers der Fall sein wird, so haben wir: 

lim Uj{P,t) = Vj(Ps^,t) • 

P durch Pj, -*Ps^ 


( 25 ) 
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$ 24. Allgemeinere Untersuchungen 


Wenn wir wieder die als Geschwindigkeitskomponenten der 
Flache S auffassen, so sagt diese Gleichung aus, daB die Flussigkeit, 
wenn ihre Bewegung dem System (1) gehorcht und wenn sie bei 
/i > 0 an S haftet, auch bei verschwindender ZaMgkeit an der 
Kiickseite des Korpers haften mufl. Den Fall, daB die Flache eine Ge- 
schwindigkeit hat, die in das Gebiet der schon durchwirbelten Fliissig- 
keit, das sie hinter sich gelassen hat, hinein gerichtet ist, haben wir 
hier nicht untersucht. 


24 16. Zasammenfassung. 

Es sei die Aufgabe vorgelegt, bei kleinem positivem fi auBerhalb 
einer geschlossenen, im allgemeinen von der Zeit t abhangigen Flache 
S{t) eine Losung des Systems: 


duj 


dxf 




duj 

dxj 


0 , (/= 1 , 2 , 3 ) 


zu finden, welche den folgenden Nebenbedingungen geniigt: ani S{t): 
Uf = vorgeschriebenen Funktionen Vj (S, t) ; in unendlicher Feme : 
Uj = 0. Urn diese Aufgabe zu losen, suche man auf der Oberflache 
S{t) drei Funktionen und im-Raume auBerhalb vonS(<) eine 

regulare und in unendlicher Feme verschwindende Potentialfunktion 
zu bestimmen, welche in den Punkten Ps (= , x^, x^ den Bedingungen : 


4/i 


[A;-~A„cos (nXj)]p t 


O ^*)Y***^ 1*7 7 / M 

+ (*) I ~ ‘k 


(III., = 


geniigt. Ig. fa sind hier die Koordinaten eines Punktes Q auf der 
Flache S(t); r ist die Entfemung zwischen den Punkten Pg und Q. 
h’ h--- <m (<1 < <2 < • • • < im-i < tm) aind die Zeitpunkte, 

in welchen Pg auf der Flache S gelegen hat. In der obigen Gleichung 
ist also tm = t. Es wird angenommen, daB die kleinste Entfemung d, 
des Punktes Pg von der Flache S (<), wenn | i — <» | klein ist, in der 
Form: 

d= Utjt — <*1“* 



251. Vereinfachungen bei translatorischer Bewegung 
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dargestellt werden kann und es ist: 

oo + oo 

0 OD 

Wenn es gelungen ist, die Funktionen h^, y> zu bestimmen, 
so hat man in demjenigen Bereiche, der nicht von der Flache S (<) 
durchschritten worden ist: 

^(r) 

Dagegen hat man in dem von S{t) durchschrittenen Bereiche: 

u,(P.n = w -^jdr 4 + 

d \ 1 

+ — v(*.<m)j* 

Hier ist tm der Zeitpunkt, in welchem der Punkt P zuletzt auf 
S lag. Ps^ ist der Punkt auf der Kiickseite von S (<„,), der geo- 
metrisch mit P zusammenfallt. 

Wenn die GroBen Vj {S,t) die Komponenten der Geschwindigkeit 
sind, welche der betreffende Punkt von /S(«) bei der Bewegung dieser 
Flache hat, so lassen sich die erhaltenen Formeln so deuten, daB die 
Bewegung der Flussigkeit in dem von S nicht durchschrittenen Raume 
eine Potentialbewegimg ist, bei welcher die Flussigkeit langs der 
Vorderseite von S gleitet; dagegen die Bewegung in dem von S{t) 
durchschrittenen Raume eine Wirbelbewegung, bei welcher die Flussig- 
keit an der Ruckseite — vgl. hierzu S. 227 — an S(^) haftet. 


§ 25. Translatorisehe Bewegung. 

25 1. Vereinfachungen durch die Annahme, dafi der Korper 
sich stets in derselben Richtung bewegt. 

Wir wenden die im vorigen Paragraphen gefundenen Ergebnisse 
auf den Fall an, daB sich ein starrer Korper in einer bestimmten, 
von der Zeit unabhangigen Richtung in einer Flussigkeit bewegt, 
die sonst den ganzen Raum erfullt. U{t) sei die Geschwindigkeit 
des Korpers, S(t) die Oberflache desselben, K{t) der vom Korper 
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§ 25. Translatorisohe Bewegung 


erfiillte Bereich des Raumes, B{t) der iibrige Teil des Raumes. Der 
Einfachheit wegen nehmen wir zunachst an, dafi eine mit der Be- 
wegungsrichtung des Korpers parallele Gerade S{t) hochstens in zwei 
Punkten schneidet. zerfallt dann in zwei Teile, einen vorderen 
Teil /S„(<) und einen hinteren Teil B{t) zerfallt ebenfalls in 

zwei Teile, einen 5^(0 » vom Korper oder von einem Teile des 
Korpers durchschritten worden ist, und einen und K(t) um- 
gebenden Teil 5^(0* Wir bezeichnen wie gewohnlich mit Z7y (/ = 1 , 2 , 3) 
die Komponenten des Vektors ?7, mit n eine nach auBen gazogene 
Normale der Flache S{t) von der Lange 1 . Wir setzen: 

I Uj(t) cos (nXj) 1 = I Vf{t)nj \ = V„[t) . 

Das Flachenelement dS durchschreitet dann wahrend der Zeit t bis 
t + dt einen Raumbereich Un(t)dSdt. 

Ein beliebiger Punkt, Bh(^) ist vor der Zeit t entweder 

von der Flache /S* allein oder sowohl von wie von Sh iiberstrichen 
worden. Wir bezeichnen mit und tf^ die Zeiten, zu denen bzw. 
den Punkt f enthielt. Mit bezeichnen wir die 

den Zeiten und h und dem Punkte f entsprechenden Werte von 

V und Vn^ und sind im Bereiche Bh{t) mit Ausnahme von 
K(<o) definiert, 17^*) und im ganzen Bereiche Ba(^). Wir nehmen 
an, dafi und Uj{th) stetige und stetig differenzierbare Funk- 

tionen der Koordinaten Ig) I 3 sind. 

Unsere Aufgabe ist, das System: 




du4 


= 0 


dxf ' dxf 

mit den Nebenbedingungen: in unendlicber Feme = 0; 
an S (t ) : 

TT t- 4 4 

Uf^UfiS), fur< = <o:^J 
im Grenzfalle [i — Ozm losen. 


( 1 ) 


= 1.2.3) 


Wir machen wieder (vgl. S. 229) den Ansatz: 


Uj{P,t) h{Q,T:)Uik{P,Q.t — T)dSQ+ 

t, S(t) 


n 1 

q(P,t) = —y/ugnj htiQyt) --dSa—g-^, 

»(t) 

Atp = Q . 

Wir stellen jetzt die Grenzbedingungen auf und benutzen dabei 
die im vorigen Paragraphen gefundenen, bei kleinem fi angenahert 


dxp 


( 2 ) 



2S2. Beginn der Umformnng der Gleiohnng (3) 
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richtigen Ausdriicke fiir die in unserem Ansatze vorkommenden In- 
tegral. Wir haben jetzt a = 1 zu setzen. Wie man sofort sieht, tritt 
unter diesen Umstanden in imseren angenaherten Ausdriicken hj stets 


mit dem Faktor multipliziert auf. Wir setzen deshalb: 


Der Umstand, daB wir fiir hj endliche Werte finden, zeigt, daU 
die hjy den absoluten Betragen nach, beim Grenziibergange /i -*• 0 wie 
unendlicb werden. Wir bezeichnen mit die Werte der kj 

an derVorderseite von S(t), und in derselben Weise mit 
die Werte von kj an der Riickseite, Sk(t), von S{t)» Die Grenzbedin- 
gungen konnen dann bei kleinem fi in der folgenden Form geschrieben 
werden: 


auf S^{t): 


in 


Uiit) = cos {nXf)]p,t 


- f ^ f 

J dxiJ dSt r 

<0 ‘Vy (t) 


auf Sh{t): 
= in 

+ 


yr-^ cos {nxf)]p,, + 

^ n 


d 1 


(3) 








d 1 
dSt r 




df 

dxj 


(4) 


25 2. Beginn der Umformnng der Gleichung (3). 
Verwandlnng der Zeit-Oberfliichenintegrale in Ableitnngen 
von Potentialfnnktionen. 

In § 23 gelang es uns, die Bestimmung der Funktionen 9 ?/®>, wel- 
chen hier die Funktionen kj entsprechen, auf die Auflosung einer 
potentialtheoretischen Bandwertaufgabe zuriickzufiihren. Wir suchen 
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§ 25. Translatorisohe Bewegung 


hier ein ahnlicheB Ziel zu erreichen. Es ist zu diesem Zweck not- 
wendig, die in den Gleichungen (3) nnd (4) vorkommenden Integrale 
einer naheren Untersucliiing zu unterwerfen. Wir betrachten zunachst 
die Gleichung (3). Wir nehmen also an, daB der Punkt P auf 
liegt. Wir nehmen iiberdies an, daB P ein innerer Punkt von /S„(^) 
ist und also nicht auf der Grenzkurve zwischen Sy{t) imd Sh{t) liegt. 
Wir haben dann: 


Kf 


d^t r 








U„^'‘^drdSQ ist das Volumenelement d,(OQ ( = df jdfjdfg), das wahrend 
der Zeit dz vom Flachenelemente dS^ von Sk{t) durchschritten wird. 
Unser Integral kann deshalb in der Form: 


dxj 


«a(0 


d 1 ^ 
w df* r 


geschrieben werden, wo Bh{t) die in 25 1 S. 248 angegebene Bedeutung 
hat. Um das Integral: 


S^ix) 


<"> ^ - dSo 

dSt r ^ 


in ahnlicher Weise umzuformen, fiihren wir eine Annahme ein, deren 
Zulassigkeit wir spater nachpriifen werden, die Annahme, daB anS„(^) : 

kn^v) _ (508 (nXjc) = 0. (5) 

Wir haben, wenn wir innerhalb von K{t^ 0 setzen: 

I t — e 

/■"rl/w 4 7 ".-.'tap' 4 7 




l — e 

= lim Sr ki 


1 

i dSa 






dxjdS, r 


dcOq = 








— 1 d(oi 

dxj r I 


Da kn^^^ = 0 an Sp, brauchen wir das Flachenintegral im letzten Aus- 
drucke nur iiber die zylindrische Mantelflache von Bh(t — e) und iiber 
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Si,(te) zu erstrecken. Wir konnen deshalb unmittelbar den Grenziiber- 
gang e -«■ 0 ausfiibren und bekommen: 


d 1 

J dxf r 





dxj r 


do)Q — 


_ d j r «:„(“) dSd r d dcoQ 

-dx^lj u^ r J dfA'W r 

d rhfo) d 1- 
dxf J 


25 8. DnrchfUhrung der Umformung der Oleichung (3). 
Darstellung der GrSfien A;/”) durch eine Potentialfnnktion (p. 

Um unter Benutzung der eben gewonnenen Resultate die recbte 
Seite der Gleicbung (3) in einfacberer Weise scbreiben zu konnen, 
setzen wit: 

l-M l.<M 

(A) 


U„<») 


Wir setzen femer: 


d I, /•*»(•’) d 1, 

’’ ~J n, r‘ -} P,® d (, V 


(B) 


■»*«) K(f) 

Da die Funktion (p ofCenbar in ganz andere Eigenscbaften als 
in Bh{t) bat, so wollen wir statt <p, wenn der Aufpunkt in Be(<) liegt, 
9 ?, und, wenn der Aufpunkt in S»(<) liegt, (pt, scbreiben. Unsere Glei- 
cbung (3) ergibt jetzt wegen (5): 
an S,{t): 


m) 




\dxj)s,(0 


( 6 ) 


Das letzte Glied recbts in (6) kann als der Wert aufgefaOt werden, 

gegen welcben konvergiert, wenn der Aufpunkt von auBen, also 

durch sich der Grenzflache S^{t) nahert. Wegen (5) miissen wir 
w die Bedingung: 

(C, 
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auferlegen. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so haben wir: 




4:71 


( 




dxj)' 


(D) 


254. Beginn der entsprechendenUmformnng der Gleichung(4). 
Zuriickftthrnng der Zeitflttchenintegrale anf Potential* 
fnnktionen nebst einem Znsatzgliede. 


Wir gehen zur Formel (4) iiber. Wir haben, da im Momente die 
Vorderseite S, durch den Punkt x gebt, der erst zur Zeit t auf der 
Biickseite liegt: 



Wegen der Beziehung (6) konnen wir die Glieder rechts nacb derselben 
Metbode bebandeln, welcbe wir bei der Formel (3) benutzt baben, Wir 
erbalten so: 

I 


to W 


d J. 

dx^ j T 


d(OQ. 


(7) 


Mehr Mtihe macht uns das letzte Integral in (4). Wir haben: 


/ t — e 



Dabei ist S{B) die Grenzflache des Bereiches B. 


♦ Wir setzen hier voraus, was durch das Ergebnis unserer Untersuchung bc- 
statigt werden wird, daB die Quotienten uberall endliche Werte haben. 
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Die Grenzflache — e)) des Bereiches — a) enthalt unter 

anderem die I’lache Sh[t — a). Beim Grenziibergange e -► 0 wird ein 
Element dieser Flache sich dem Aufpunkte x unbegrenzt nahern. 
Um den Grenzwert des Teiles des im letzten Ausdrucke vorkommen- 
den Flacbenintegrales, das von diesem Flachenelemente, a, herriihrt, 
zu bestimmen, fiihren wir in derselben Weise wie im vorigen Para- 
graphen ein mit o verbundenes Bezugssystem ein, dessen und 
fg'-Achsen a in dem Anfangspunkte tangieren und dessen Ig'-Achse 
also gegen a normal ist. Wir haben dann: 


/ 


U^Wxi r 


a(< — f) 


-/ 


k„w d _ 


a(t — E) 

”J C/„W dit' r 


o(t — e) 


Unset letztes Flachenintegral zerfallt, entsprecbend den Werten 
it = 1, 2, 3, in drei. Zwei von diesen Integralen, diejenigen, in denen 
it = 1 Oder 2 ist, konnen dutch partielle Integration in bezug auf Si 
Oder S 2 umgeformt werden. Man sieht leicht, dafi die Grenzwerte dieser 
beiden Integrale bei e -> 0 erstens endlich sind und zweitens gegen 
Null konvergieren, wenn man den Flacheninhalt des Elementes o gegen 
Null konvergieren laBt. Der Grenzwert des dritten Integrales: 


lim cos(nX;) 

fe->0 


/ 


k„W 1 
U^^'> dn, r 


dS(i 


behalt dagegen einen endlichen Wert : 


^(j)Cos(wa;/), 


selbst wenn der Flacheninhalt des Elementes o gegen Null konvergiert. 
Wir erhalten infolgedessen: 



d 1 

^■-dSQ= — 271 cos(wa!,) + 


«(«*(')) 


a_i 

a>i dxi r 


dcDr 


Fiir das Flachenintegral der rechten Seite soil hier der Wert ge- 
nommen werden, den man erhalt, wenn man zuerst den singularen 
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Punkt fy = Xj durcli eine um ihn gezogene geschlossene Kurve auf der 
Integrationsflache ausschlieBt und dann diese Kurve sich von alien 
Seiten um den singularen Punkt zusammenziehen laBt. 


26 5. Weitere Umfomung vermittelst der SKtze der 
Potentialtheorie. 

Um welter zu kommen, miissen wir einen Satz aus der Potential- 
theorie heranziehen. Das Flachenintegral: 

f^dSa 

WO F(f) auf der Integrationsflache eine stetig differenzierbare Funk- 
tion ist, besitzt partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug auf , 

®8> auch dann, wenn der Punkt P, dessen Koordinaten x^y 
Xg, Xq sind, auf der Integrationsflache liegt. Man erhalt diese Ablei- 
tungen dadurch, daB man unter dem Integralzeichen deriviert, aber 
bei der Berechnung des so entstehenden Integrales zuerst den singu- 
laren Punkt P ausschlieBt und dann den ausgeschlossenen Bereich 
sich um P zusammenziehen laBt. 

Aus diesem Satze folgt: 


jd 

«(^a(0) ^a(‘) 


d d 




- d(t)Q = 


d I Chf dSa f d kf> dco^ 
dxf\J t/W r J d ft c/W r 


-A CJ^A.1 

~ J V^n^dit r 


d(OQ. 


Wir haben also: 


I, 'Sj(t) ** 


+ 


A f^A.1 

dx, J Jff>dit r 


d(OQ. 
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Wir konnen dieses Ergebnis auch in einer anderen Form schreiben. 
Die recbte Seite ist, wie aus den obigen Eecbnnngen unmittelbar her- 
vorgebt, der Grenzwert des Ausdruckes : 

d Ckf d 1, 

J C/f di, r 
■8a(0 

wenn der PunktP (mit den Koordinaten x^, ajg, von auBen, also 
dnrcb den Bereich K(t), sich der Grenzflache Sk{t) des Integrations- 
bereiches nahert. Wir wollen unter: 


d 


dx^ 


den Grenzwert einer Ableitung in bezug auf Xj verstehen, den sie an- 
nimmt, wenn der Aufpunkt P (mit den Koordinaten x^, iCg , x^) sich 
durch die Fliissigkeit, also durch den Bereich B(t), der Grenzflache 
S(t) nahert. Die Berechnung von: 


d_ ^ 1 

dxfj C 7 f 51* r 


konnen wir nach denselben Methoden ausfiihren, die wir oben 
benutzt haben. Man hat nur zu beachten, daB der Punkt P jetzt 
innerhalb der Grenzflache S{BH{t)) des Integrationsbereiches liegt. 
Man findet: 


d Ckf a 1 , , o - / V , 

/ -iKS + —rr COS (UXj) + 

dxfjvfdhr ^ C/W 




Wir haben also schlieBlich auch: 

d 1 


fM! Ai 

dxj J t7<f) ait r 


a — I th\ a ► dO)Q, 






„ dSQ = — in ~ 
aii r C/W 


cos (nxj) + 


+ 


a 

dxfJ r 


d 1 


d(Oo» 


( 8 ) 
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Wir bemerken, daB wir ofEenbai unsere Formel (7) auch in der Form : 



dxf 


rg‘ 


4 '’ d 1 


schreiben konnen. 


+ 


dxf J t/f r 

K(t) 


dcjQ 


(9) 


256a Durchfiihmiig der Umformung. 

Darstellung der Grofien hj durch die Potentialfunktion g?. 

Wir fiihren jetzt in (4) die in ( 8 ) und (9) gefundenen Werte der 
dort vorkommenden Integrale ein. Die Glieder, welche enthalten, 
heben sich auf. hat nach (5) den Wert Null. Wir erhalten folglich: 


Wir haben also: 


Li{t) - j Uf(t) 


( 10 ) 

( 11 ) 


25 7. Yorlfiufige Formulierung der Bedingnngen 
fiir die Potentialfunktion (p. 

Mit Hilfe der Gleichung B S. 252 konnen wir kf'’^ in bekannten 
GroBen und in (p ausdriicken. Die Gleichung ( 11 ) gibt uns dann kf^^ 
in denselben GroBen ausgedriickt. Wir sehen, daB das ganze Problem 
auf die Bestimmung von <p zuruckgefiihrt worden ist. 

Wenn wir in die Definitionsgleichung B fiir (p die in B und (11) 
gegebenen Werte von kf^^ und Lj einsetzen, geht sie in ein System von 
zwei Integro-DifEerentialgleichungen fiir % und 9 ?/^ iiber. Dazu kommt 
die Grenzbedingung C. 

25 8. Darstellung der Bewegung im Inneren der Fliissigkeit 
vermittelst der Funktion (p. 

Wenn es gelungen ist (p zu bestimmen, so ist damit die Bewegung 
fiir ^ = 0 bekannt. Die Umformungen unseres urspriinglichen Ansatzes 
fiir die Geschwindigkeitskomponenten, die wir oben gemacht haben, 
konnen natiirlich auch dann gemacht werden, wenn der Aufpunkt P 
nicht auf der Oberflache des Kdrpers S (<) liegt. Wir gehen wieder vom 
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Ansatze (2) aus und verfaliren genau wie in 25 i . Wir erhalten, wenn 
der PunktP in dem von /S(^) nicht durchschrittenen Bereiche liegt: 

t 




S A(t) 


S(t) 


Wir formen die Integrate rechts in der ersten dieser Gleichungen mit 
Hilfe der in 25 2 und 25 3 dargelegten Methoden um und erhalten: 

d(Pv 


Ui == 


dxj 


(12) 


(13) 


DifEerentiation der GleichungS in bezug auf t gibt ferner: 

Wenn dagegen der PunktP in dem von/S(^) durchschrittenen Bereiche 
liegt, so erhalten wir aus (2) zunachst: 

My(P, <) = 4i7i I (^^J cos (na;,)])^ ^ + 


+ 


h -Sfp(0 


.w 


din r 






d 1 
dSi r 


: dSa + 


dip 

dxi’ 


q(P,t) = — Q fh(Q,f) 

S(0 


^ 1 JO .dv> 

ab(i — e 


din r 


dt 


th und sind hier dieZeitpunkte, in welchen der PunktP auf bz w. <S, lag. 
Die Umfonnung ergibt jetzt: 

Nach ^leichung (11) konnen wir dieses Ergebnis auch in der Form: 


schreiben. 




dt 


(14) 


17 Oseen, Hydrodynamlk 
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Die Bedingung C f iir 9 ) zeigt, daB die Fliissigkeit langs der Vorder- 
seite des Korpers gleitet. Die Gleichungen (14) zeigen dagegen, daB 
die Fliissigkeit an Sjt haftet. 

25 9. Definitive Formulierung der Bedingnngen fur (p. 
Yeriilkation der Kontinuitiltsbedingung. 

Wir haben oben in 25 7 die Integro-Differentialgleichung erwahnt, 
welcber die Funktion 9 ? geniigen muB. Wir wollen jetzt den Inbalt 
jener Integro-Differentialgleichung in anderer Form darstellen. Vorab 
bemerken wir folgendes: die GroBen L/ sind durch die Gleichungen 
( 11 ) als Funktionen von t und den Punkten der Flache 8^ definiert. 
Wir konnen sie aber auch als (von der Zeit unabhangige) Funk- 
tionen der Punkte des Bereiches auffassen. Wir konnen mit ande- 
ren Worten jedem Punkte P. in einen und zwar nur einen, von der 
Zeit unabhangigen Vektor i zuordnen. Zu diesem Zwecke haben wir 
nur den Zeitmoment th zu bestimmen, in welchem P auf Sf^ lag. Wir 
ordnen P den Vektor L zu, der im Momente demjenigen Punkte von 
Sh zugehort, der zu eben dieser Zeit mit P zusammenfallt. Wir be- 
trachten im folgenden die GroBen als Funktionen von ccj, ajg, x^. 
Die GroBen U^, die wegen der vorausgesetzten Starrheit des Korpers 
auf der ganzen Flache 8^ die selben Werte haben, konnen wir ebenso 
als Funktionen von Xi, X 2 , auffassen. Aus den Gleichungen S, C, 
D schlieBen wir, daB 9 ? jetzt den folgenden Bedingungen geniigen muB : 

1 . Im Bereiche B^it) muB q) = der Laplaceschen Gleichung: 

J 9?„ == 0 

geniigen. <p^ muB in regular sein und im Unendlichen verschwin- 
den. 

2 . Auf 8^{t) muB: 
sein. 

3 . Im Bereiche muB <p der Poissonschen Gleichung: 

geniigen. 

4 . Auf der Grenzflache Z, zwischen B^ und P*, muB: 

(Pv = n 

sein. 
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6. Auf Z muB ferner: 

sein. 


d(p^ dq)h 

dfiz dviz 




6. In jedem Punkte P von muB, wenn der Zeitmoment ist, in 
weichem P auf lag: 


LAP) 


\n 


t7,(P) _ 


1 . 


Diese seeks Bedingungen enthalten alles, was wir von der Funk- 
tion (p wissen. Sie bilden also einen vollstandigen Ersatz fiir die friiher 
erwahnte Integro-DifEerentialgleichung. 

Die Frage erhebt sick jetzt, ob die Bedingungen 1 — 6 die Funk- 
tion (p und den Vektor £ eindeutig bestimmen. Es ist leicht zu sehen^ 
daB dies nicht der Fall ist. Wir betrachten die Bewegung eines starren 
Korpers wahrend einer bestimmten Zeit, etwa ^ Fiir jedes 

t, welches in dieses Intervall fallt, sind dann die GroBen Uj in -8^(0 
bekannte Funktionen von Xg, Wir nehmen an, daB es gelungen 
ist, eine diesen Werten von Uj entsprechende Losung (p, Lj der Be- 
dingungen 1—6 zu finden. Wir konstruieren dann in folgender Weise 
eine neue Losung derselben Bedingungen. Wir bezeichnen mit ^ ir- 
gendeine von t unabkangige, im Inneren des Bereiches Bh{ti) stetige 
und zweimal stetig diilerenzierbare Funktion von x^, Xg, x^, welch e 
auf der Grenzflache S{Bh (<i)) von Bh (<i) verschwindet . Wir setzen dann : 


in BAt)- 
in Bh(t): 


= 9^v, 


(p* q)f* = (p^ + (p, 


Man sieht sofort, daB 9?*, L/* eine neue Losung der Bedingungen 1 — 6 ist. 
Und ein Blick auf die Gleichungen (12), (13), (14) zeigt, daB die durch 
diese Formeln beschriebene Bewegung der Fliissigkeit in keiner Weise 
verandert wird, wenn wir (p mit q?* vertauseken. 

Wir konnen die Unbestimmtheit der Funktion 9? und der GroBen 
Lj benutzen, um die Bedingungen 1 — 6 zu vereinfachen. Wir erreichen 
dieses Ziel, indem wir die Funktion 9 so waklen, daB in Bh- 

dLj^ 


ausfallt. 


dxj 


= 0 


17 * 
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Wir brauchen dazu nur fiir ^ eine Losiing der Gleichung: 


4:71 


dxj 


= 0 


wahlen, welche in regular ist und auf der Grenzflache dieses Be- 
reiches verschwindet. 

Es folgt aus dem oben Gesagten, dafi wir vom Anfang an batten 
voraussetzen konnen, daQ in 


dL^ 

dxj 


= 0 


(16) 


ist. Wir fiihren jetzt diese Voraussetzung ein und wollen die Folge- 
rungen daraus ziehen. 

WirkehrenzuderBedingung(6), S.259, zuriick. Sie ergibtwegen(16) : 


A ^ . 

dxjxdxj) dxj dth dxj 


Diese Gleichung enthalt, wie unmittelbar ersichtlich ist, eine Bedin- 
gung, welche die Funktion q>h an Sn erfiillen muB. In den Fallen, welche 
fiir die Anwendungen Interesse haben, kann man diese Bedingung in 
viel einfacherer Weise schreiben. Es ist wohl bekannt, daB die Poten- 
tialfunktionen, mit welchen man sich in der mathematischen Physik 
beschaftigt, bei den einfach geformten Korpern, mit denen man am 
meisten zu tun hat, nicht nur auBerhalb dieser Korper existieren, son- 
dern vielmehr ein Stiickchen ins Innere der Korper fortgesetzt werden 
konnen. Wenn wir annehmen, daB dies auch fiir unser Problem gilt, so 
konnen wir unsere Gleichung in der Form: 

A -4- ^ ^ 

dxjdtk dxj dih dxj 

schreiben. Da: 

A(ph = — 47t = 0 

VXj 

ist, und da an /Sa h konstant ist und folglich: 


dth 

ist, so folgt: 


Oder: 


/ \ / \ 
30 S (nxg) = : cos (nx^ 

I = cos (n^Xf) 

Oh 


an Sh- 
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Wir fassen zusammen, was wir unter unseren jetzigen Vorausset- 
zungeu liber die Funktion tp aussagen konnen. 

I. Im Beieiche Bt{t) ist <p — (p^ eine regulare und im Unendlichen 
verschwindende Losung der Laplaceschen Gleichung: 

II. Auf Sf{t) gilt: 


d<Pv 


= 


III. Im Bereiche geniigt <p = (pn ebenfalls der Laplaceschen Glei- 
chung: 

IV. Auf Sn{t) gilt: 


A ^ 

dn dt 


A<ph = 0. 

dUn 


dt 


V. Auf der Grenzflache Z zwischen B, und B* gilt: 

9 v = n- 

VI. Auf Z gilt ferner: 

driz otiz \onzlp,t^ ^ 


Wenn es gelungen ist, eine Funktion ip zu bestimmen, welche diesen 
Bedingungen geniigt, so ist die Bewegung der Fliissigkeit durch die 
einfachen Formeln: 


in B„: 
in Bh : 


Uf = 


dipv 

dxj' 


q=-Q 


d(p„ 

dt 





V = -Q 


d(Ph 

dt 


bestimmt. 

In den folgenden Paragraphen 27—31 werden wir uns mit spezi- 
ellen Problemen beschaftigen, in denen es gelungen ist, die Funktion 
q) explizit zu bestimmen. 


25 10. Befreiung von einschrtokenden Voraussetzungen. 

Wir haben unserer Analyse des Systemes (3), (4) die Annahme (6) : 

= 0 an St, (^) , zugrunde gelegt . Man sieht leicht, daB diese Annahme zu- 
lassig, aber nicht notwendig ist. Aus dem in § 24 14 bewiesenen Satze f olgt , 
daB auch ohne diese Annahme an S^{t) der Bedingung C geniigen 
muB. Und man sieht leicht, daB auch die iibrige Analyse ohne diese 
Annahme ausgeftihrt werden kann. Unsere Ergebnisse sind also da- 
von unabhangig, ob man die Annahme (5) macht oder nicht. 
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Wir haben ferner zur Vereinfacbung unseres Problemes angenom- 
men, daB eine mit der Bewegungsrichtung des Korpers parallele Ge- 
rade die Oberflache desselben hochstens in zwei Punkten schneidet. 
Auch von dieser Annahme konnen wir uns leicht frei machen. Wenn 
man sie aufgibt, kann es eintreten, daB die Oberflache des Korpers 
einen zylindrischen Teil hat, dessen Erzeugenden mit der Bewegungs- 
richtung parallel sind. Man zeigt leicht, daB ein solcher Teil der Ober- 
flache zur Vorderseite zu zahlen ist. Es kann ferner eintreten, daB 
gewisse Teilbereiche von 5 a(<) von mehreren Flachen S^, und mehreren 
Flachen S* durchschritten worden sind. In diesen Fallen gibt es meh- 
rere mit der Bewegungsrichtung parallele, zylindrische Flachen, welche 
den Korper K(t) umhiillen. Die hinter dem Korper gelegenen Teile 
dieser Flachen zerlegen den Bereich Bh(t) in Teilbereiche. In jedem 
Teilbereiche gelten die oben gefundenen Gesetze I— VI. Die verschie- 
denen Potentialfunktionen 9 ?/, gehen auf den Grenzflachen ihrer Exi- 
stenzbereiche stetig ineinander oder in (p^ iiber. 


25 11. Stationllrer Fall. 

Wenn die Geschwindigkeit des Korpers konstant und die Bewe- 
gung der Fliissigkeit stationar ist, kann q> nur von den Variabelen 
Xf — Ujt {j = 1, 2 , 3) abhangen. Wir haben in diesem Falle: 

_ _Tr dJh __ r. 

dxf^ 

Die Bedingung IV, S. 261, ergibt unter diesen Umstanden: 


Wenn wir die a;i-Achse in die Eichtung der Bewegung des Korpers 
legen, konnen wir diese Bedingung einfacher: 


(17) 


= 0 auf 

dn 0x1 

schreiben. 

Wir haben also den Satz: Bei stationarer Bewegung ge- 
niigt <p an der Vorderseite der Bedingung: 

dq> 
dn 




und an der Euckseite der Bedingung: 

d d<p 


dn dxi 


= 0 . 



2512, Ausfuhrungen iiber den Begriff der hydrodynam. Riiokseite 263 


25 12 . Ausftthrangen fiber den Begriff der hydrodynamischen 

Riickseite. 


Wir sind schon mehrmals dem Satze begegnet: bei verschwinden- 
der Zahigkeit gleitet eine Fliissigkeit langs der Vorderseite eines Kor- 
pers, aber haftet an der Biickseite desselben. Wir wollen noch einen 
Augenblick bei diesem Satze stehen bleiben. Wir sind bei der Ablei- 
tung desselben von den vereinfachten hydrodynamischen Differential- 
gleichungen (1) ausgegangen. Wenn unser Satz eine physikalische Be- 
deutnng haben soil, so muB er auch fiir die vollstandigen hydrodyna- 
mischen Differentialgleichungen gelten. Was ist aber, wenn man von 
diesen vollstandigen Differentialgleichungen ausgeht, unter ,,Vorder- 
seite“ und „Ruckseite“ eines Korpers zu ver stehen? DaB hier nicht 
die geometrischen Verhaltnisse, sondern die relative Bewegung des 
Korpers und der angrenzenden Fliissigkeitsschicht entscheidend sind, 
liegt im Wesen der Sache. Etwas definitives daruber zusagenwird erst 
dannmoglich sein, wenn es gelungen ist, bei den vollstandigenhydrodyna- 
mischen Differentialgleichungen den Grenziibergang auszuflihren. 
Es gibt aber eine Vermutung, die einen so hohen Grad von innerer Wahr- 
scheinlichkeit hat, daB wir sie hier aussprechen wollen. Als MaB der rela- 
tiven Bewegung des Korpers und der angrenzenden Fliissigkeitsschicht 
in einem bestimmten Punkte der Oberflache desKorpers wahlen wir die 


GroBe : 


dUn 

dn 


= cos {nxj) cos {n x^) 


dUf 

dxk' 


Wir bemerken, daB an einem Teile der Oberflache eines stationar be- 
wegten Korpers, wo die Fliissigkeit am Korper haftet, wegen der Konti- 
nuitatsbedingung notwendig : 


ist, und wir stellen das (hypothetische)6esetz auf : Bei verschwinden- 
der Zahigkeit darf an der Oberflache eines stationar be wegten 
starren Kdrpers die GroBe: 

d^ 

dn 


nirgends einen positiven Wert annehmen. 

Werfen wir von dem hier eingenommenen Standpunkte aus einen 
Blick auf die Theorie der idealen Fliissigkeiten! Betrachten wir etwa 
die Bewegung einer starren Kugel in einer solchen Fliissigkeit! U sei 
ihre Geschwindigkeit in einem gewissen Momente. Wir legen den An- 
fangsptmkt in den Mittelpimkt der Kugel in diesem Momente und die 
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a^-Achse in die Bewegungsrichtung derselben. Die Bewegnng derFlus- 
sigkeit in diesem Momente ist dann durch die Formel; 


Uj = — 


d 

dxi 


gegeben, wo a der Radius der Kugel und R = ist. Wir 

berechnen an der Oberflache der Kugel und finden: 


dUn _ ^x^U 
dn 


Nach unseren Annahmen ist U > 0, Wir haben dann : 


dn 


^0, 


je nachdem ^ 0. Der Fehler der Theorie der idealen Fliissigkeiten 
ist nach unserem jetzigenStandpunkte der, daB nach ihr an der Riick- 
seite des Korpers, d. h. fiir x^ < 0, die nicht zulassige Ungleichung 

> 0 bestehen soli. 
dn 


§ 26. Neue Methode 

zur Behandlung des stationS^ren Falles. 
A. Zweidimensionaler Fall. 


26 1. Der Grenziibergang bei geradliniger Begrenznng. 

Die am meisten befriedigende Methode den Grenziibergang zu ver- 
schwindender Zahigkeit auszufUhren, wiirde darin bestehen, zuerst das 
Randwertproblem bei endlichem, nicht verschwindendem [x zu losen 
und dann den Grenziibergang /^ -> 0 zu vollziehen. Dieser Weg ist in 
dem allgemeinen Falle noch nicht gangbar. Dagegen kann man fiir 
einen Bereich mit einer geradlinigen — bzw. im dreidimensionalen 
Falle, ebenen — Begrenzung die Gleichungen: 




mit vorgeschriebenen Werten der Uj an der Grenze, auch wenn ^ > 0 ist, 
exaktlosenimd dann den Grenziibergang/z-^OindieserLosungausfiihren. 
Die Resultate, welche man in dieser Weise erhalt, stimmen mit den oben 
abgeleiteten vollstandig iiberein. Sie gestatten uns aber, wie wir spater 
sehen werden, einenSchritt weiter zu gehen, als imsere bis jetzt erhaltenen 
Ergebnisse erlauben. Wir wollen deshalb diese Resultate hier mitteilen. 
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Wir betrachten zuerst den zweidimensionalen Fall und wahlen 
die gerade Grenzlinie zu unserer a? 2 -Acli 8 e. Wir miissen dann die Be- 
wegungsgleichungen der Fliissigkeit in der allgemeinen Form: 


-eU> 


duj dq 
dxk^ dxj 


fA A Uji 


duj 

dxj 


= 0 0‘ = 1,2) (1) 


scbreiben. Wir suchen eine fiir x^> 0 giiltige Losimg dieses Systemes. 
Die Nebenbedingungen seien fiir > 0 : fiir ajj = 0 : = Vj{x^\ in 

unendlicher Feme: Uj = 0. 

Die Losung dieser Aufgabe und der Grenziibergang 0 ergibt: 
wenn U-^> 0 ist: 



q= QlJjt 


d(pv 
dxk * 




-foe 


~ fv,(i) log rdi, 

TCJ 
— 00 


(2) 


->t (xj. — r ,:;> 0 ; 


wenn < 0 ist: 


+ 0O 


— CD \ 


£ ^2 
*2-1- 


dS + 


{*■- ly) + y;**)!' 

= itJVTy?)/'’'*® ''■I”— 


V. 


£ 

*2 — t — », 






V, 


+ 00 


i/jFj ^*2 “1“ ^2^2 (*2 




-J df. 


(3) 
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Wenn wir mit einem Strich iiber einer Funktion von 
deuten, dafi darin mit Xj—~x^ vertauscht werden soil, kdnnen 
wir die Gleichungen (3) auch in der Form: 


dq>^ d(pn = 

„ ^TT 


00 


— Ui arctg 


^2 ^ 1 


schreiben. 


26 2. Ansatz zur Losung des allgemeinen Problems. 

Die Formeln (2), (3) geben die Losung der allgemeinen Randwert- 
aufgabe des Systemes (1) bei fi = 0 fiir den Fall, daB die Grenz- 
kurve 8 des „K6rpers“ eine gerade Linie ist. Wir sehen aus diesen 
Formeln, daB in diesem Falle die aus Elementen zusammengesetzt 
sind, welche je von einem Elemente der geradlinigen Grenzkurve ab- 
hangen. Es liegt nahe, anzunehmen, daB auch im allgemeinen Falle, 
d. h. wenn die Grenzkurve nicht geradlinig ist, die Uj sich durch 
Ausdriicke darstellen lassen, welche aus Elementen zusammengesetzt 
sind, welche in derselben Weise von je einem Elemente der Grenz- 
kurve 8 abhangen. Die Verfolgung dieses Gedankens fiihrt zu dem 
folgenden Ansatz zur Losung des Problemes: 

in B^ : 

+ -If - K - i2M)] 

•Sr 
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in Bj: 

1 /* nr — — P dst 

+ - J i«(^) /zTf + {aJ2-f2)«2(f)] + 

2 2 

+ V(®2), 

+ / y«(l)[(*,- Ix)ni(f) + (^2 - ^2)«2(«] 

fi, I 2 sind hier die Koordinaten eines Punktes auf dem Elemente ds^ 
von S, n(i) ist die im Punkte auBen gezogene Nonnale 

der Kurve S von der Lange 1. J5„, JS^, Sp, Sn haben dieselbe Bedeu- 
tung wie im vorigen Paragraphen. A(f), v(i) sind Funktionen 
von ii, i 2 > welche aus den Kandbedingungen: an % 

= U^, U 2 = 0 an S/t bestimmt werden miissen. r hat die Bedeutung 

/^Ti7+ (*2- ^2^ 

26 8. Zariickfiihrung der Randbedingungeii auf eine 
Fredholmsche lutegralgleichung. 

Die Kandbedingungen: 

u„ = an Sp, Wg = 0 an S* 

ergeben unter Benutzung bekannter Eigenschaften des logarithmischen 
Potentiales, wenn der Punkt P' mit den Koordinaten x/, auf S 
liegt: wenn P' auf /S„ liegt: 

^(*0 ^l)«l(»') + (* 2 '— ^2)»2(»')] yl + 

•Sr 

+ i J^(f){«-fl)K(*0«2(f) + «2K)«l{f)]- 

ds- 

— {^2 — ^ 2 ) [”l (*0 % (^) **2(®0”2(^^)]} ~^2 ~ ^1*^1 » 


( 6 ) 
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wenn P' auf Sh liegt: 

+ i J Mi) [(V- fi)«x(f) + (V - f 2 )%(f)] ^ = 0 




Die Gleichungen (6), (7) lassen sich als eine Fredholmsclie Inte- 
gralgleicliung auffassen. DerKem derselben ist iiberall endlich, wenn 
die Kandkurve eine iiberall stetige Tangente und eine iiberall endliche 
Kriimmung hat. Er ist als Funktion der beiden Punkte Xjf, und 
fi', stetig, so lange diese beiden Punkte nicht die Grenzpunkte 
der beiden Bereiche /S„ und iiberschreiten. Dagegen macht der Kem 
im allgemeinen einen endlichen Sprung, wenn einer der beiden Punkte 
durch einen der beiden Grenzpunkte zwischen und passiert. Das 
System (6), (7) kann unter diesen Umstanden offenbar mittels der 
Fredholmschen Methode behandelt werden. 

Nachdem A(f) und bestimmt sind, erhalt man ^(ajg) aus der 
Bedingung an S*. Sie ergibt: 




-e, 


dst — 


- ^/Mi) [(V-fi)ni(« + (^2'-i2)n2(()] -/| • 

2 2 


(8) 


Man hat hier rechts a:/ als Funktion von * 2 ' aufzufassen. Die Be- 
ziehung zwischen ihnen wird durch die Gleichung des Kurvenstiickes 
gegeben. Man erhalt so v in seiner Abbangigkeit von x^' Oder all- 
gemeiner von a; 2 . 


26 4. Nachweis, dafi die erhaltene Ldsung dieselbe Gestalt hat 
wie die in den Paragraphen 23 und 25 gewonnene L5snng. 

Wir haben im § 23 S. 227 und 228 die Losimg eines speziellen 
Falles des hier behandelten Problems in der Form: 


in 5,: 


Uj = 


dA 

dxf’ 


j = eC7i 


dA 
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in Bk'. 



=0 


q = QVi 


dA 

dxi’ 


gefunden. In § 25 (12), (13) und (14) haben wir die Losung eines all- 
gemeineien Problemes, das unsere jetzige Aufgabe als speziellen Fall 
entbalt, in einer abnlicben Form dargestellt. Es ist unter diesen Um- 
standen von Interesse zu seben, ob die jetzt gefundene Losung aucb 
in dieser Form dargestellt werden kann. Man siebt nun leicbt, daB 
dies in der Tat der Fall ist. Wir definieren durcb die Formel: 


<P = A(|) log rdSf 


'i + 






iog f + «i(^) arctg 




dSs (9) 


eine Funktion von acj, x^- Sie ist eine auBerhalb der Kurve S 
iiberall regulare Losung der Laplaceschen Gleichung: 

^ 9? = 0. 

Sie ist nicht eindeutig. Vielmelir wachst der Betrag von (p um: 

2 J ^(|)ni(f)fl!S{, 

4 


wenn der Punkt x^, x^ in positiver Bicbtung die Kurve S umkreist. 
q> verschwindet in unendlicher Feme nicht, sondern nimmt im allge- 
meinen dort einen dem absoluten Betrage nach unendlich groQen Wert 

an. Dagegen sind die Ableitungen , a - - auBerhalb der Kurve S 

OX-^ 0^2 

iiberall endliche, eindeutige und stetige Losungen der Laplaceschen 
Gleichung. Auch verschwinden sie in unendlicher Feme. 

Wir wollen zeigen, daB man die durch (4) imd (5) gegebene Lo- 
sung unseres Problemes durch die Funktion 9? ausdriicken kann. Mit 
Hilfe der Beziehungen: 


d ^ d X “ ^2 


{. 


^ log r = - arctg 


I — fa ®a fa 


dx. 


dxi 


X , 


fi 


siebt man in der Tat sofort, daB die Formeln (4) sicb in der Form: 



270 S 26 . Neue Methode zur Behandlung des stationaren Falles 


in 




dq> 

dxj 


schreiben lassen. Der zugehorige Wert von q ist: 

j dip 

In die erste Gleichung (5) fiihren wir den Wert (8) von v{x 2 ) ein. 
Wir erbalten so: 


in Bh i 

^ r* r'2 


ds^ 


+ I f Mi) J- 4 i 

71 J Jin S2 ' 


- % -r [("=!' - + (*2' - i U«f + V,. 

Xn bo • 


Hier ist X 2 = x^- a:/, x^ ist der Punkt der Eiickseite, /S*, in welcher 
diese von einer mit der x^-Achse parallelen, durch den Punkt a?i, x^ ge- 
zogenen Geraden getroffen wird. UnserAusdruck fiir laBt sich unter 
diesen Umstanden auch in der folgenden Form schreiben: 



+ -~f^(^) I [(®1 ~ ^l)”2(^) — (^2 — ^2)«l(f)]^ — 

- [(*1' - ll)« 2 (f) — (*2' - l 2 )%(^)] ^2} 


Wir sehen hieraus, daB in B/, : 

^ dxi [dxJ/, 

Ein Blick auf die zweite Gleichung (5) zeigt, daB in B^ auch: 

dq) 


Wo — 


dXn 


Fiir j erhalt man wieder den Wert: 


q = QU^ 


dtp 

dxi 
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Wir haben also, zusammenfassend : 


in JB.: 


in Bh'. 


Ml = 


dtp 

()Xi 


U) = 


dq> 




d<p 





( 10 ) 


Die Eandbedingungen, welchen die Funktion q? geniigt, sind durch 
(6) und (7) S. 267 u. 268 gegeben. Die erste Gleichung driickt aus, daU 
auf : 


dtp 

dn 




( 11 ) 


Die Gleichung (7) driickt aus, daB auf Sft : 


d(p 

dx2 


= 0 


(llbi.) 


ist. Diese Gleichung konnen wir aber in einer anderen Form 
schreiben. 

Wir konnen die Gleichung (11*^^®) als die Gleichung der Kurve 5/, 
auffassen, Fiir die Normale dieser Kurve folgt dann: 


d^(p 

dx^dx^ 


d^w 

cosnx,--^ 


COS = 0. 


Wenn nun, wie wir vorausgesetzt haben, auf S^i 


ist, so folgt: 


auf Sf^. Also: 


auf Sh* 


d^tp 

dxi^ c> V ” 



cos. nxi + 


d^<p 

dx^dx^ 


cos WXg = 0 


A = 0 

dn dxi 


( 12 ) 


Die Gleichungen (10), (11), (12) zeigen, daJJ die in diesem Para- 
graphen gefundenen Ergebnisse voUstandig mit den in den Fara> 
graphen 23 und 25 gefundenen ubereinstimmen. Aber offenbar gehen 
die hier gefundenen Resultate iiber die friiher gefundenen hinaus. Wir 
sehen aus der Dehnitionsgleichung (9) von q) und aus den Gleichun- 
gen (10), daB die Unterscheidung zwischen q>p und q?ji, welche wir im. 
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Paragraph 26 machen muBten, im zweidimensionalen Falle uberfliissig 
ist. Die Definitionsgleichung von q) zeigt ferner, wie sich diese Funk- 
tion in unendlicher Feme verhalt. Auch geht die Vieldeutigkeit der 
Funktion (p unmittelbar aus dieser Gleichimg hervor. Diese Viel- 
deutigkeit hat einen sehr einfachen Sinn. Sie zeigt, daB die Fliissig- 
keit um den Korper zirkulieren muB. Unsere Formeln bestatigen 
mit anderen Worten die zuerst von Lanchester aufgestellte Hypo- 
these, daB, wenn ein Korper sich in einer reibungslosen Fliissig- 
keit bewegt, diese im allgemeinen um den Korper zirkulieren muB. 
Und schlieBlich sind wir ja durch die Fredholmsche Theorie im- 
stande, die Funktion q explizit zu berechnen und also das ganze 
Problem definitiv zu losen. 


B. Dreidimensionaler Fall. 


26 5. Der Grenziibergang bei ebener Begrenzung. 

Im dreidimensionalen Falle legen wir zunachst die Xg^a'Ebene in 
die Grenzebene. Die Fliissigkeit moge den Halbraum cPi > 0 erfiillen. 
Unsere Aufgabe ist, das System: 

mit denNebenbedingungen: fiir = 0 : Uj = Vj(x 2 y in unendlicher 
Feme : w, = 0 zu losen und dann den Grenziibergang 0 auszu- 
fiihren. Auch hier miissen wir uns damit begniigen, das Ergebnis dieser 
Untersuchimg mitzuteilen. Wir setzen, um es in einigermaBen ein- 
facher Form schreiben zu konnen: 


17y2=U2, (U>0); = 

- “2 + (®2 - ^2)* + (2=3 - fs)* = - f/)*. 

0). Ein Strich fiber einer Funktion von x^, x^, X 3 soil bedeuten, 
daB Xj darin mit Xf — vertauscht werden soil. Wir haben dann; 


ffir Ui > 0 : 


d% jj dip. 




r ’ 
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fiir < 0 : 


Uj = 


d<Ph dtpH 


dxj dxj 

TT 

+ 00 


+ *'((*•— ”51— ij*!)’ 


<pk 


= Mil 


^ }\r 


(dW, 


Ufa 



log {r + aj{xj — ij)}d^^d ^3 
j log {r + a, (a:; — f,)} 


(15) 


Man kann aus den Formeln (14), (15) folgendes ablesen. Wenn 
> 0 ist, so ist die Bewegung eine reine Potentialbewegung. Von den 
Grenzbedingungen Uj = Y j an der Ebene = 0 ist nur eine, = F^, 
erftillt. Wenn dagegen < 0 ist, so ist die Bewegung aus einer Po- 
tentialbewegung und einer den Gleichungen: 


TJk 


duj 

dxk 


0 


geniigenden Wirbelbewegung zusammengesetzt. Die Grenzbedingungen 
Uj = Vj an der Ebene = 0 sind alle erfiillt. Unser Satz, daB eine 
Fliissigkeit bei verschwindender Zahigkeit an der Vorderseite eines 
Korpers gleitet und an der Riickseite desselben haftet, findet auch 
in diesen Ergebnissen eine Bestatigung. 


26 e. Ansatz zur Losung des allgemeinen Problems. 

Wir legen die x^-Achse zur Geschwindigkeit des Korpers parallel. 
Unser System von Differentialgleichungen hat dann die Form: 


duj 


dq 




duj 

dxj 


= 0 


(; = 1,2,3) (16) 


Wir stellen uns die Aufgabe, dieses System an der Grenze = 0 fiir 
den Fall zu losen, daB u^, Wg, % auf einer geschlossenen Flache S die 
Werte Z/g = 0, Ug = 0 annehmen und, so lange fi > 0 ist, in un- 
endlicher Feme verschwinden. Die Formeln (14), (15) legen es nahe, 
die Ldsung dieser Aufgabe durch den Ansatz: 
in 


9 = Q^i 



18 Oseen, Hydrodynamlk 


30 
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in Bh 


dxi’ 




( 17 ) 


zu versuchen. Die Funktionen P und N sind dabei aus den Band- 
bedingungen zu bestimmen. 


26 7. Nachweis, dafi der Ansatz sich auf die aus § 23 uud § 25 
bekannte Form zuruckfuhren lafit. 


Die Funktion: 

log (r + *1 — fi) 

geniigt in dem Bereich, wo r + f i > 0 ist, der Laplaceschen 

Gleichung : 

A log (r + — li) = 0. 


Die Funktion in (17) ist infolgedessen in JB*, eine Losung der La- 
placeschen Gleichung. Dagegen geniigt (P in B*, wie wir aus der For- 
mel (26) S. 226 ersehen konnen, der Gleichung: 


zl ^>==2 


/ \ 

\[co8 (nxi) |/ft 


(18) 


Die Gleichung (18) zeigt, dafi der Ansatz (17) nicht die Form hat, 
welche wir nach den in § 23, Formeln (27) S. 227 und im § 25, For- 
meln (12), (13), (14) S. 257 gewonnenen Ergebnissen fiir die Lo- 
sung unseres Problems zu erwarten haben. Sie zeigt aber auch, dafi 
wir unseren Ansatz (17) leicht auf jene Form bringen konnen. Die 
rechte Seite von (18) hangt nur von Xj, Xg ab, Wir konnen infolge- 
dessen eine nur von Xg, Xg abhangige Funktion, Xg), bilden, die 
in Bt, der Gleichung: 


dxg® dxg® 


= A0 


(19) 


geniigt. Wenn wir dann: 


in B,: 


in Bh: 


^ = 9v, 

0 — V = 9h 


setzen, so geniigen tp, und tpn der Laplaceschen Gldchung, und wir 
haben: 
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in jB„: 

W;- 

mB,: 

Die Funktion tp ist durcli die Gleichung (20) noch nicht bestimmt. 
Wir konnen nocli vorschreiben, daB der Wert von y) am Eande des 
Existenzbereiches, d. h. auf der zylindriscben GrenzflacheZ, zwischen 
Bp und BJ^ eine beliebige stetige Funktion von sein soli. Wenn 

wir insbesondere vorschreiben, daB am Rande rp = 0 sein soli, so wer- 
den <Pp und auf Z stetig ineinander iibergehen. Dagegen wird im 
allgemeinen auf Z die Beziehung: 

dq)p _ dcph 
dfi^ d 

nicht bestehen. Diese Ergebnisse stimmen mit den in § 25 gefundenen 
vollstandig iiberein. 






26 8* Die Randbedingnngen. 

Wir konnen jetzt die Gleichungen aufstellen, die zur Bestimmung 
von P und N in (17) dienen miissen. Die Bedingung, daB die Fliissig- 
keit in der Grenze /* = 0 langs der Vorderseite Sp gleiten soli, ergibt: 
auf Spi 

TT TJ 

Z=: Un = cos nx^, 
dn 

also: 

+ ST ^ 

Die Kontinuitatsbedingung: 

P-o 

OXj 

auf den Bereich angewandt, ergibt andererseits, wie wir aus § 25 
S. 262 sehen konnen: 


auf S^: 


d dq)h _ d d0 
dn dxi dn dx^ 


18 * 
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also: 




+ 




!_ i 

dfix r 


dS^ = 0 . 


( 22 ) 


Die Gleichungen (21) und (22) konnen als eine lineare Integral- 
gleichung aufgefaBt werden. Singidar ist diese Integralgleichung nicht 
nur wegen des Verhaltens der Kerne im Punkte = I/, sondern auch 
besonders dadurch, daB, wenn der Punkt XiyX 2 ,x^ zu der Randkurve 
Sj^ gehort, welcbe die Grenze zwischen und Sh ist, das Integral: 



dnjc d x^ 



keinen Sinn hat, wenn iiber P(f) nichts als Stetigkeit vorausgesetzt 
wird. Doch laBt sich die Integralgleichung durch Iteration auf eine 
regulare Form bringen. 


26 9. Nachweis, dafi die Potentialfunktion (p im rotations- 
synimetrischen Falle aufierhalb des Korpers regular ist. 

Wir kehren zu den Gleichungen (17) zuriick und wenden die 
Kontinuitatsbedingung : 

P-O 

OXj 

auf den Bereich an. Wir erhalten: 

0x2X0x21 h ox^Xux^/h 


Wir integrieren diese Gleichung iiber einen gegen die cc^L-Achse 
senkrechten, die Flache S nicht schneidenden Querschnitt Q des 
Bereiches Bh. Wir erhalten: 


//^ ^ (||)J ds.d^ - 

7 + ( l |) .“”<“^*>>1 7 ( U )/* • 


8 ist hier die Bandkurve von Q. ist die Normale des Zylinders Z. 
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269. Nachweis, daB die Potentialfunktion (p usw. 
Nun ist ofiEenbar: 



der Grenzwert, welchem sich die normale Ableitung von 0 anf Sh 
nahert, wenn der Aufpunkt sich der Grenzkurve Sh nahert. Anderer- 
seits folgt aus dem Ausdruck (17) von 0, dali die normale Ableitung 
von 0 auf S stetig ist. Daraus folgt, daB : 



den Wert: 


haben muB. Folglich: 

J J" A0dx2dx^ = 0 (23) 


Q 

Die Beziehung (23) ist die Bedingung dafiir, daB die Gleichung 
(19) eine Losung besitzt, welche am Rande, d. h. auf der zylindri- 
schen Grenzflache Z zwischen und Bh der Bedingung : 



(24) 


geniigt. Statt der Bedingung = 0 an Z konnen wir also der Funk- 
tion y) die Bedingung (24) an Z vorschreiben. Da rp durch diese Be- 
dingung nur bis auf eine Konstante bestimmt ist, so konnen wir 
auBerdem vorschreiben, daB yj in einem bestimmten Punkte von Z 
verschwindet. 

Wir betrachten jetzt den Fall, daB der Korper Rotationssymmetrie 
um eine mit der Bewegungsrichtimg parallele Gerade hat. Wir setzen 
uberdies voraus, daB die Flache Z aus einer einzigen, zylindrischen 
Flache besteht. Wir bestimmen unsere Ldsung ip der Gleichung (19) 
durch die Bedingimg (24) und die Forderung, daB \p in einem gewissen 
Punkte von Z verschwinden soil. Aus der Symmetrie des Problems 
folgt, daB y) nur von der Entfernung des Aufpunktes von der Sym- 
metrieachse des Korpers abhangen kann. Wenn y) in einem Punkte 
von Z verschwindet, muB dann iiberall auf Z: 


^ = 0 

-sein. In diesem Falle besteht auf Z sowohl die Beziehung: 


(Pv = <Ph 
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wie die Beziehimg: 

d(p^ d(ph 
dfiz dvhz 

Nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie folgt aus diesen 
Beziehungen, daB alle Ableitungen von q)^ an der Grenzflache Z die- 
selben Werte annehmen, wie die entsprechenden Ableitungen von 
(fh kann als die Fortsetznng der innerhalb von definierten Funk- 
tion in aufgefaBt werden. und bilden eine einzige 
Funktion. 

DaB es im zweidimensionalen Falle ebenfalls iiberflussig ist, zwi- 
schen den Funktionen q^ und q^ zu unterscheiden, haben wir oben 
gesehen. 


26 10. Vereinfachung der Randbedingungen im rotations- 
symmetrischen Falle. 

Die Verwandtschaft zwischen dem zweidimensionalen und dem 
rotationssymmetrischen dreidimensionalen Falle tritt auch in anderer 
Weise zutage. Wir haben oben gesehen, daB die allgemeine Bedingung 
auf Shi 

dn dxi 

im zweidimensionalen Falle in der einfachen Form: 


geschrieben werden kann. Prof. Zeilon hat gezeigt, daB, wenn 
== jR gesetzt wird, im rotationssymmetrischen dreidimen- 
sionalen Falle dieselbe Bedingung in der Form: 

^ = 0 
dB 

geschrieben werden kann. Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir 
von den Formeln (20) aus. Sie zeigen sofort, daB die Kontinuitats- 
bedingung im Bereiche Bit in der Form: 

dx2\dx2/h^ dx^ydxjk 

geschrieben werden kann. Nun kann aber q nur von ^ und R ab- 
hangen. Wir haben infolgedessen, wenn auf Sh Xi = a(R) ist: 
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0 

dx^ \dx^ 

/ft a®3 laVft 



R |afi 

L ^ -^J k - W 

_ \ d ' 

gte) 

R dR 

\dR)xi = a(R\ 


dx^ \dxj^^ = „(5) a®3 \dxj^^ _ 

/ 3*95 \ da { R ) _ 
Vdaijdfi 


<»(«) 


Folglich : 


und also: 


d 

dR 


KH 

'!) -1 

\Oli 

-/a:, = or(i2) 

/d<p'' 


\dR, 

/ft R’ 

Nach 

unseren 


= 0 


(25) 


eine stetige und stetig diSerenzierbare Funktion sein. Auf der Kurve, 
welche Si, von S„ scheidet, muB nach unseren obigen Ergebnissen 
(vgl. Nr. 9 oben): 

^ = 0 
dR 


sein. Es folgt hieraus und aus (25) daB uberall auf S*: 

^ = 0 
dR 


sein muB. 


26 11. Zusammenfassung. 

In diesem Paragraphen sind fiir den stationaren Fall die fruher 
erhaltenen Ergebnisse mittels einer neuen Methode wiedergefunden 
worden. Dabei hat es sich gezeigt, daB fiir das ebene Problem und 
fiir das rotationssymmetrische dreidimensionale Problem die Potential- 
funktion 9?, auf deren Bestimmung die Losung des Problems zuriick- 
gefiihrt werden kann, iiberall auBerhalb des Korpers regular ist, so 
daB die Unterscheidung zwischen den Funktionen und iiber- 
fliissig wird. Die Eandbedingungen, welche 9? zu erfiillen hat, sind, 
wenn die Bewegung des Korpers in der Richtung der Xi-Achse ge- 
schieht, im zweidimensionalen Falle: 
an S„: 
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im rotationssymmetrisclien, dreidimensionalen Falle, wenn die ajj-Achse 
die Symmetrieachse ist und wenn = R gesetzt wird: 


an /S„: 


dq> ___ 
dn 


Un> 


an Shi 


dq> 


= 0. 


Die Bestimmung von tp ist im zweidimensionalen Falle auf eine regn- 
lare Fredholmsche Integralgleichung zuriickgefiihrt worden. Auch im 
allgemeinen dreidimensionalen Falle ist das Problem auf eine Fred- 
holmsclie Integralgleichung reduziert worden. Sie ist singular, kann 
aber durch Iterationen in eine regulare Fredholmsche Integralglei- 
chung iibergefiihrt werden. 


§ 27. Losung der potentialtheoretischen Randwert* 
anfgabe, zn welcher die stationilre Bewegnng in der 
Ebene Anlafi gibt. 

27 1. Losung eines potentialtheoretischen Problems 
nach Hilbert. 

Nach den Brgebnissen des § 26 konnen wir die potentialtheoretische 
Bandwertaufgabe, zu welcher die stationare Bewegung im zweidimen- 
sionalen Falle AnlaB gibt, mit Hilfe der Fredholmschen Determinanten 
losen. Die Losung, welche wir in dieser W eise erhalten, hat aber eine 
BO komplizierte Form, daB sie keine Aussagen iiber die Dinge erlaubt, 
die uns am meisten interessieren, den Widerstand und die Druckver- 
teilung auf den Korper. Wir miissen uns deshalb nach einer einfacheren 
Methode zur Losung unseres Problems umsehen. Zum Glixck gibt es 
eine solche. 

In seinen Grundzugen einer allgemeinen Theorie der linearen In- 
tegralgleichungen lost Hilbert* u. a. das folgende Problem: Eine 
innerhalb einer geschlossenen Kurve C mit stetig sich andernder Tan- 
gente und von der Gesamtbogenlange I regulare analytische Funktion 
der komplexen Veranderlichen z = x + iy: 

f{z) = u(x, y) + iv(x, y) 

* D. Hilbert, Grundziige einer aUgemeinen Theorie der linearen Integralglei- 
chungen, Kap. X, S. 82. Leipzig 1912. 
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zu finden, deren Real- und Imaginarteil w(s) bzw. v(s) auf C der 
linearen Relation: 

a(s)u(s) + b(s)v(^) + c(s) = 0 


geniigen; dabei sind a(«), b(s), c(s) als stetig differenzierbare Funk- 
tionen der Bogenlange s mit der Periode I — die ersteren beiden 
a(s), b(s) ohne gemeinsame Nullatelle — gegeben. 

Hilbert lost dieses Problem in der folgenden Weise. Er bezeichnet 
mit 2ni7t die Anderung, die log(a(«) + ib(s)) beim positiven Umlauf 
langs der geschlossenen Kurve C erfahrt. Durch den Imaginarteil 
von log(a(s) + i6(s)), d. h. durch den Ausdruck: 


arctg 


a(s) 


wird dann eine reelle Funktion auf C dargestellt, die von s stetig 
abhangt mit Ausnahme eines Punktes, etwa des Punktes ^ = 0, wo 
ein Sprung ihrer Werte um 2n7t stattfindet. Mittels der bekannten 
Randwertaufgabe in der Theorie des logarithmischen Potentials kann 
man nun eine analytische Funktion F(z) bestimmen, die sich inner- 
halb der Kurve C wie eine ganze Funktion verhalt und deren Ima- 
ginarteil die Randwerte besitzt. Wird dann: 


G{z) = = U {x, y) + tF(x, y) 

gesetzt, wahrend: 

U(s) + iV{8) 

die Randwerte dieser Funktion ff(z) bezeichnen, so erkennen wir auf 
der Kurve C die tJbereinstimmung der Imaginarteile von: 

log (U{8) + tF(s)) und log (a(s) + i6(5)), 
d. h. es ist auf der Kurve C : 


a(5)F(5) — 6(5)i7(5) = 0. 

Endlich konstruieren wir eine analytische Funktion f*{z), die inner- 
halb C den Charakter einer ganzen Funktion hat und deren Realteil 
auf C die Randwerte: 


^ c{8)U(8) c(«)F(«) 

a{8){U{8)^ + V{8f) b{8)JUl8)^ + F(«)2) 

besitzt: dann ist: 

f{z) = 0{z)f*(z) 

eine analjrtische Funktion, die das vorgelegte Problem lost. 
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Die gefundene Funktion f{z) hat innerhalb C den Charakter einer 
ganzen Funktion; sie besitzt jedoch, wenn n negativ ausfallt, auf C 
im Punkte « = 0 einen Pol — 2w-ter Ordnung. 


27 2. Unterschied unserer hydrodynamischen Randwert- 
aufgabe yon der Hilbertschen. 

Unser Problem ist nicht mit dem von Hilbert behandelten iden- 
tisch, ea ist aber damit eng verwandt. Um dies einzusehen, bezeich- 
nen wir mit 0{z) eine analytische Funktion der komplexen Verander- 
lichen ~ deren Realteil die durch die Gleichung (26, 9) 

S. 269 definierte Funktion (p ist. Wir setzen: 


und haben dann; 



^2 


d (p 


Vi — iv. 


d0(z) 

dz 


und — ^2 sind also Real- und Imaginarteil einer auBerhalb der 
Kurve S regularen und im unendlich fernen Punkte verschwindenden 
analjrtischen Funktion der komplexen Veranderlichen z = iCj -f ix^- 
Wenn wir die Werte von und t ?2 auf der Kurve S mit und 
bezeichnen, so geniigen sie nach S. 271 (ll) und den Bedingungen: 
auf S^\ 

Vi(8) cos (naji) -f cos (nx^ = cos (nx ^ ; 

= 0 . 

Diese Bedingungen konnen in der Form: 


a(a)t;i(a) + h{8)v^(8) = c^(8) 
geschrieben werden. Dabei ist: 
auf S^\ 

a(s) = cos(wxi), b{8) = cos{nx 2 )y c(8) = cos(nXi); 
a(«) = 0, b{s) = 1, c(s) = 0. 


Der Unterschied von dem Hilbertschen Probleme besteht einmal 
darin, dafi die Funktion 6(a) nicht wie bei Hilbert durchweg stetig 
ist. Mindestens in einem der Grenzpunkte zwischen und Sk macht 
6(a) einen endlichen Sprung, von — 1 nach +1. Andererseits ver- 
langen wir von der gesuchten analytischen Funktion — iv 2 mehr 
als Hilbert, indem in unserem Probleme diese Funktion im unendlich 
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fernen Punkte verschwinden muB. Wir werden unten sehen, dafi 
die Unstetigkeit von 6(«) die Anwendung der Hilbertschen Methode 
nicht hindert und daB die Bedingung — iv^ = 0 im unendlich fer- 
nen Punkte aus den unendlich vielen Losungen des Hilbertschen Pro- 
blemes eine auswahlt, welche allein fiir die Hydrodynamik Bedeu- 
tung hat. 


273, Konforme Abbildung des Bereiches anf das AuBere 

eines Kreises. 


Durch eine konforme Abbildung konnen wir den Bereich 
das heiBt die ganze ajg-Ebene mit Ausnahme des von der Kurve S 
eingeschlossenen Teiles auf den Bereich | z | > 1 abbilden. Der Kurve 8 
wild dann der Kreis | z | = 1 entsprechen. Wenn S eine einzige zusam- 
menhangende Vorderseite besitzt, konnen wir es so einrichten, daB 
die beiden Grenzpunkte zwischen S^, und auf die beiden Punkte 
25 = i i abgebildet werden. Durch diese Transformation wird unsere 
Aufgabe in die folgende ubergefUhrt. Man soli eine auBerhalb des 
Kreises | z | = 1 regulare analytische Funktion TF = — ivg bestimmen, 
welche in einem Punkte Zq{\ \ > 1) verschwindet und welche auf dem 
Kreise | z | = 1 den Bedingungen geniigt: 
fiir: 

--J.<e<+f. (0 = arctg^): 
a(0)Vi(fl) + &(0)«a(e) = c(0), 


fur: 




lim 


bje) 

a(dj 


= — 00 




= 0 . 

Wir erreichen eine kleine Vereinfachung unserer Formel, wenn wir 
statt W(z) die Funktion: TF<^>(z) = iW{z) betrachten. Wir setzen: 

x^) + Xg) und erhalten fiir die Werte von 

und auf dem Kreise 1 2 1 = 1 : die Bedingung: 

Oi(0)«i^>(e) - 6i{0)V«(0) = 0(d). (1) 

Dabei ist: ai(6) = b(6), bi($) = — a(0) und also, wenn 

Oi = 1, 61 = 0, c = 0. (2) 
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27 4. Ansatz zur LOsung der Randwertaufgabe fiir den Kreis 
mit Hilfe des Poissonschen Integrates. 

Wir betrachteii jetzt die auf dem Kreise | z | = 1, kurz dem Kreise C, 
erklarte, rein imaginare Funktion: 


1 W %(Q) + ^^i( Q) 
2^ ^ 


(3) 


Wir wollen eine auBerhalb des Kreises regulare analytische Funktion 
konstruieren, deren imaginarer Teil dieselben Werte wie jene Funktion 
annimmt. Wir bestimmen zu diesem Zwecke zunachst eine auBerhalb 
des Kreises regulare Potentialfunktion, welche auf der Kreisperipherie 
die Werte (3) annimmt. Eine solche Funktion erhalt man bekanntlich 
durch das Poissonsche Integral* in der Form: 

_ _L + - l)d6' 

471 J ^a^(O') -- tbi(O') - 2r cos (0 -- 0') + 1 ’ 

wobei 

z = + ix^ = re‘^ also = r cos 0, Xg == r ^in 0 


gesetzt worden ist. Nun ist, wenn gesetzt wird: 


1 1-^/2 


der reelle Teil von: 


2 r2 — 2r cos {0 — O') + 1 




Also ist, wenn die Integration in positiver Richtung langs des Kreises C 
gefiihrt wird: 



ai(0') + ih i(e') 

ai(0')~i6i(0') 




(4) 


eine auBerhalb dieses Kreises regulare analytische Funktion, deren 
imaginarer Teil auf dem Kreise die Werte (3) annimmt. 

Der reelle Teil von w{z) nimmt auf dem Kreise C den Wert: 


w 


2n 


ai(6') + ibi(e') 1 


(6) 


an. Man hat dabei rechts den Cauchyschen Hauptwert zu nehmen. 


* Man vergleiche betreffend das Poissonsche Integral etwa Picard, Traite d’ Ana- 
lyse T. II Oder Encyklopadie der mathomatischen Wissenschafton, II C 3 Ldchten- 
stein S. 220 ff. 
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27 6. Herstellung einer LSsnng der Randwertaufgabe 
im Falle c = 0 auf dem ganzen Kreise. 

Wir bilden jetzt die Funktion: 


G{z) = (6) 

Sie ist aufierhalb des Kreises C regular and mmmt auf dem Kreise die 
0!rl}0 * 

- ib,(d) pjeti 
K ai(fl) + fa,(0)‘ + b,(d)‘^ 

an. Di 0 Wurz©! r 0 chts wird hieT positiv genoinm 0 n. Di© Expon©ntial- 
funktion ist r©©ll und positiv. Wonn wir jetzt 

iO{z) = x^) + x^) 

s©tzen, so hab©n wir auf dom Krois© C: 






Folglich : 


ai(0)viW(0) - b^{d)v^(f^^e) = 0. 


Wir k6nn©n dies© Tatsache so ausdriicken, daB die Funktion iG{z) 
©in© Nullosung unseres Problems ist. 


276. Herstellnng einer Losung der Randwertaufgabe 
im Falle c = Uia. 

In den Anwendungen, mit welchen wir uns spater be- 
schaftigen werden, tritt insofern ein© Vereinf achung auf, 
als stets c(0)= U-^a(d) ist. In diesem Falle ©rfiillt, wie man 
sofort verifizieren kann, die analytisch© und im Unend- 
lichen regular© Funktion = iC/i die Randbedingung (1) 
S. 283. Ehe wir nun weiter gehen, empfiehlt es sich des all- 
gemeinen Interesses wegen in der folgenden Nummer eine 
spezielle Losung fiir den allgemeinen Fall herzustellen. 

27 7. Hersfellung einer Losung der allgemeinen Randwert- 
aufgabe. 

Wir bilden dazu die analytische Funktion /*(z), welche auBerhalb 
des Kreises C regular ist und deren Realteil auf C die Werte: 

c(0)i;i(®)(0) 

6i(0)(vi<o>(e)2 + 
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annimmt. Wir haben: 


r c(0')V«Meo 1 

LI ±] 


U' — 2 227 


- i, f e-m LI- _ --U dz-. 

J Ionics')’ + i,(e')* V—z 2z7 
Wir setzen jetzt: 

F<1) = f* (z) (? ( 2 ) = - X e» W f (~- dz\ (9) 

Auf dem Kreise C haben wir dann: 

Wa)z=v^a)(e) + = 

iW ^(«) ^<« (o mz-^ .p\ 

(^• + V \^.’ + V I 

WO P der Cauchy sche Hauptwert von: 

und also eine positive GroUe ist. Wir haben also: 

. 5.<.>(9) _ ?i<e£W + '>MP 

V + V hz 

Folglich : 

aj (0)t;i<i)(0) -- 6i(0)v2<^>(e) = c(e). (10) 

Die Funktion ist also bis auf die Bedingung W^^>(zo) = 0, dieim 
allgemeinen nicht erfiillt ist, eine Losung unseres Problems. 


27 8. Herstellung der allgemeinen Nullosnng. 
Untersuchnng der singulilren Stellen anf dem Kreise C. 

Um eine Losung imseres Problems zu erhalten, haben wir zu W^^'> 

eine zweckmafiig gewahlte NuUosung, d. h. eine der Annahme c{0) 

= 0 entsprechende, aber nicht die Bedingung W^^{zq) = 0 erfiillende 

Losung unseres Problemes hinzuzufiigen. Nun haben wir oben gesehen, 

daB: ^ . / v 

tO{z) = 

eine solche NuUosung ist. Eine neue NuUosung kann man oSenbar in 
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der Weise bilden, daB man i6(z) mit einer beliebigen, fiir 1 2; | > 1 re- 
gularen, analytiscben Funktion von z multipliziert, die auf dem Kreise 
C reelle Werte annimmt. Die GroBe: 


nimmt auf dem Kreise C reelle Werte an. Dem Bereiche 1 2 | > 1 ent- 
spricht in der Ci (C == + ^^2) Halbebene C2 > 0, dem 

Kreise | 2 | = 1 die reelle Ci-Achse. Fiir unseren Zweck ist also eine 
beliebige, in der Halbebene ^2 > ^ regulare, analytische Funktion von 
C verwendbar, die auf der reellen fj-Achse reelle Werte annimmt. Eine 
solche Funktion ist aber nach einem bekannten Satze der Funktionen- 
theorie auch in der Halbebene C2 < ^ regular. Sie kann also nur auf 
der reellen CrAchse Singularitaten haben. Nun miissen wir aber von 
unserer Funktion g{z) verlangen, daB: 

g(z)e^^^^ 

auf dem Kreise 0 regular ist. Die entsprechende Funktion von C darf 
also nur in einem solchen Pimkte auf der f^-Achse singular sein, dem 
ein Punkt z auf dem Kreise C entspricht, wo = 0 ist. Wir werden 

so zu der Frage gefuhrt, wie sich die Fimktion am Kreise C verhalt. 

Wir batten nach (5) S. 284: 


»( 9 ) = , J log 2 ■ • 

Da nach (2) S. 283 61 (0') = 0, wenn ^ < d' <-^ ist, so konnen wir 
diese Formel auch in der Form: 


w 




Bchreiben. Wir batten: 

ai(fl) = 6{0), bi(e)=-a(6). 

Wir baben folglicb: 

1 wMgOiiiW ^ i .a je') + iHe') j_ ^ 

2 ®ai(0O - »6i(0') 2 ®a(0') - 16(0') + 2 ^ ’ 




( 12 ) 


wo arctg 


zwiscben — ^ und + — genommen wird und wo n 
o(o ) 2 2 


irgendeine nicbt-negative, ganze Zabl ist. 
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Aus (12) folgt: 

-1/ 01(8') — i bijd') ^ -<arctg^-||;]+i|^(l+2n) 

y oi(0o + ib,{e') 

= — ib{6') 

Fa(l9'j2 + 6(6')* 

_ f ^+^(l + 2«) 

)/oi*(e')+S>(e') 

Nun haben wir aber oben: 


1 / 


fli(6')-i6i(e') _ 3(6') - i 6 i (60 

Oi(6') + 161(6') ~ 61 (6y 


gesetzt. Wenn wir die Quadratwurzeln gleicher GroBen iiberall mit 
denselben Vorzeichen nehmen wollen, so folgt, daB wir der ganzen 
Zahl n die Bedingung: 


— te 




auferlegen mlissen. Sie ist erfiillt, wenn wir links das untere Vorzeichen 
wahlen und n eine geradeZahl ist oder wenn wir das obere Vorzeichen 
wahlen und dabei n eine ungerade Zahl ist. Wir wahlen das untere 
Vorzeichen und setzen w = 0. Wir setzen also: 


1, ai(0') + i&i(00 . . &(0') 

2 ‘o* ahsT^O') " - T 

und haben also; 

“ - i )/“‘ -i- + 

7t 

“¥ 

+ stetige Funktion von 6. 

d . 6'- 61 


Wir haben: 


6'- 6 
cot -2- 


sin 


)■ 


Folglich : 

»(8) _ (i .rctg I® - -!.) log j cot (i + ”) 


und also: 


cot 


(0) 

(M) 


(12bia) 


+ stet. Funktion 


1 , fc(e) 1 


• stet. Funktion. 


Der letzte Faktor hat iiberall auf dem Kreise C einen von Null ver- 
scbiedenen Wert. 
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Unser Ausdmck fur zeigt sofort, dafi diese Funktion fiir 0 
7t . b (6) n 

— fl.TPT.or — ^ ' 

2 


= arctg^5r^ = 7r einen endlichen, von Null verschiedenen Wert 


a(0) 


hat und daB sie fiir 0 = — arctg in derselben Weise 

2 ® (^) ^ 

• ^ 1 . • T * T i 


wie 0 + TT Oder z + i verschwindet. 
2 


27 9. LBsung des Problems. 


Wir kehren zur Funktion g{z) zuriick. Wir sahen, daB diese Funk- 
tion nur in solchen Punkten des Kreises C singular sein darf, wo 
verschwindet. Wir wissen jetzt, daB es nur einen solchen Punkt gibt, 
den Punkt z = — i oder f = oo. In diesem Punkt darf g(z), als Funk- 
tion von C aufgefaBt, von erster Ordnung unendlich werden. Wir 
schlieBen hieraus, daB g{z) notwendig die Form: 


Ajj “f* 


z — ^ 
z + i 


haben muB, wo und k 2 reelle Konstanten sind. Diese Konstanten 
miissen so bestimmt werden, daB: 




im Punkte Zq verschwindet. Da auBerhalb des Kreises C liegt und 
nur fiir Punkte dieses Kreises die Determinants des aus dieser Be- 
ziehung hervorgehenden Gleichungssystems fiir k^ und ijg verschwin- 
det, so sehen wir, daB und durch diese Bedingung eindeutig be- 
stimmt sind. Es gibt eine und nur eine Losung fiir unser hydrodyna- 
misches Problem. 

Gehen wir wieder zur urspriinglichen z-Ebene zuriick, so folgt aus 
unserer Formel fiir daB diese Funktion sich fiir groBez-Werte wie 

*77 

^ z 

verhalt, wo A und B reelle, im allgemeinen nicht verschwindende 
GroBen sind. Die Funktion W = x^ verhalt sich 

also fiir groBe Werte von ix^ + x^= r wie: 


A — iB ,, Ax.— Bxo—i(Ax^ + Bx.) 

f7 = i; — I ^ g ^ 

Wenn wir und Vg als die Geschwindigkeitskomponenten einer 
Stromung auffassen, so besteht diese Stromung aus einem radialen 
AusfluB vom Korper mit der Geschwindigkeit: 


19 O 8 e en , Hydrodjxiainik 
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und einer Zirkulation in positive! Richtnng nm den Korper mit der 
Geschwindigkeit : 

/> t/j 


27 10. Zusammenfassniig. 

Das Problem, zu welcbem die stationare Bewegung eines Korpers 
in einer Fliissigkeit im zweidimensionalen Falle in erster Naherung 
und bei jte 0 fiihrt, wurde im vorigen Paragraphen auf die Be- 
stimmung einer Potentialfunktion, q), zuriickgefuhrt. Wenn man statt 
<p die Ableitungen: ^ ^ 


betrachtet, so kann man das Problem in folgender Weise formulieren. 
Man soli zwei auBerhalb der Grenzkurve S des Korpers zweimal stetig 
differenzierbare und im Unendlichen verschwindende Funktionen 
und V 2 f von und bestimmen, welche auBerhalb von S den Glei- 


zl ^2 = 0, 


dx2 dxi 


und auf S folgenden Bedingungen geniigen: 
auf der Vorderseite von S, d. h, auf S^: 

cos w Xj • Vj + cos nx 2 ^V 2 = cos nx^^Ui ; 
auf der Eiickseite von S, d. h. auf Shi 

t?2 = 0. 

Um dieses Problem zu losen, kann man folgendermaBen verfahren. 
Man setzt + ixg = z und bildet durch die Transformation z = f{z^) 
(z' = x^ + i^ 2 ') -^uBere der Kurve S auf das AuBere des K*reises 
| 2 ;' I = 1 konform ab, und Vg befriedigen als Funktionen von x^', 
Xg' die Gleichungen: 

Avi = 0, = = 0 , 


und man kann es so einrichten, daB die Randbedingungen, welche 
sich auf den Kreis 1 2 ;' | = 1 beziehen, die Form: 

avi + 6^2 = c = U^a 


7t 7t 

annehmen. Dabei soli fiir — — < 6' < — 




: 1) : o = cosnxj , 
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71 3 JT 

h = cosna ;2 sein. Dagegen soil fiir — <fl'< — :a = 0, 6 = 1 sein. 

2 2 

Die Funktionen und mussen iiberdies in dem Punkte Zq' ver- 
schwinden, der dem Punkt 2 = 00 entspricht. 

Man bildet nun die Funktion: 


WO die Integration in positiver Richtung langs des Ereises \z*\ = 1 

6 7t 7C 

gefiihrt werden soil und wo arctg - zwischen — und + — genom- 
es 2 2 

men wird. Man bildet femer die Funktion: 


W(z>) = tr,+ + 

Man bestimmt \ und so, daB W {zq) = 0 ausfallt. Man kehrt dann 

zu den urspriinglichen Veranderlichen zuriick und driickt also W als 

Funktion von z aus. Wenn man dann z = ix^ setzt und W in 

der Form: , x • / x 

W = x^ — %v^[x^, x^) 

darstellt, wo und reelle GroBen sind, so geben diese Funktionen 
Vi, V 2 die Losung des Problems. 


§ 28. Die Druckverteilung und der Widerstand bei 
zweidimensionalen hydrodynamischen Problemen. 


38 1 . Einleitung. 1st der Drnck bei /u — 0 iiberail stetig? 

Wir haben nach den Formeln (10) im § 26; 

rr 

Unter q haben wir die GroBe: 

p + {qu^ 

verstanden. Wir haben also: 


19 * 
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§ 28. Die Druokverteilung und der Widerstand 


Da beim Passieren der zylindrischen Grenzflache zwischen jB„ 
und Bh einen endlichen Sprung macbt, so muB ebenfalls p beim Pas- 
sieren dieser Flache eine Unstetigkeit aufweisen. Dies Ergebnis kann 
befremdend erscheinen. Man darf aber nicht vergessen, daB die in der 
Theorie der idealen Fliissigkeiten iibliche Annahme, daB der Druck 
in einer bewegten Fliissigkeit eine stetige Funktion der Eaumkoordi- 
naten ist, auf der stillschweigend gemachten Annahme beruht, daB 
die GroBen fi A Uj beim Grenziibergange 0 iiberall in der Fliissig- 
keit, also auch in den Diskontinuitatsflachen, gegen Null konvergieren. 
DaB es im mathematischen Sinne nicht selbstverstandlich ist, daB p 
bei fjL iiberall stetig ausf alien wird, zeigt das System: 




das sich nur durch Vertauschen der Indizes j und h an einer Stelle 
von dem System der hydrodynamischen Gleichungen unterscheidet. 
Dies ist ja gerade das System, fur welches wir den Grenziibergang 
ausgefiihrt haben und bei welchem wiir bei // -► 0 den Druck unstetig 
gefunden haben. Es zeigt, daB bei Differentialgleichungen von 
demselben Typus wie die hydrodynamischen Differentialgleichungen 
bei dem Grenziibergang zu verschwindendem fx im allgemeinen der 
Druck unstetig ausf allt und daB also, wenn sich die hydrodynamischen 
Differentialgleichungen anders verhalten, es sich dabei, mathematisch 
gesprochen, um eine Ausnahme handeln muB. 

Cbrigens darf natiirlich nicht vergessen werden, daB unsere L6- 
sung nur eine erste Naherung darstellt*. 


28 2. Zerlegung des Druckes in zwei Teile. 

Wir setzen: 

® ^ “ I ® ~ ^ ^ 

Dabei soil, wie im vorigen Paragraph en: 

dw dw 

* Auch durch die Auafiihrungen von Prof. Zeilon, welche im Anhange mitge- 
teilt werden, wird die Frage von der Stetigkeit des Druckes bei jU = 0 nicht in ah- 
strakt mathematischem Sinne entschieden. 
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sein. Wir haben dann an : p = p' und an 8^, weil dort ist: 


wo: 




28 3. Berechnnng des Widerstandes. 

Um die Resultierende der auf den Korper ausgeiibten Druckkrafte 
zu berechnen, betrachten wir zunachst: 

— J'p'cos = — ^p'dfajg, 

a s 

wo die Integration im letzten Integral in positiver Richtung um S 
herum gefiihrt werden soil. Um das Integral auszuwerten, addieren wir : 

— J == — Q ^Vi(vidx2 — v^dx^). 

a 

Wir erhalten: 

— ^'p'dx^ — J = — - Q ^ X/iVidx2 — v^)dx2— 2v^V2dx^. 

a a a 

Das letzte Glied ist der reelle Teil von: 




WO W = — iv 2 eine auBerhalb yon 8 regulare analytische Funktion 

von z == Xj + ix 2 ist, welche in unendlicher Feme von derselben Ord- 
nung klein wie 1/z ist. Wir sehen hieraus, daB; 


Folglicb: 


iQ ^ W^dz = 0. 

a 

^p'dx2 = — gUi^Vidx2 + J- 


Nun ist, wenn wir: 

dx2 = ds co8(nXi), dx^ = — ds C08(nx2), (da > 0 ) 

setzen : 

J = gj" co8(nXj) + Vg coa(nx2))ds = gjv^ 

» s 

dm 

An der Vorderseite 8^ haben wir: cos (nx^) und an der Ruck- 

seite 8ji: Vo = 0. Also : 
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§ 28. Die Druckverteilung und der Widerstand 


— — — gU^Jvjdx^ + gj Vj‘dx2. 




Wir haben andeierseits; 

-fp"dx2 = ie - V - = ie/ (^1* ~ V)**®*' 


3h 

FolgUch: 




3h 


'^pdx2 = — '^p'dx2 — J p"dx2 = iej (Ui—Vifdx2. 

a a aj 


Auf Sj, hat dx2 — ds cos (nxi) einen negativen Wert. Die Kompo- 
nente der Resultierenden der Dnickkrafte in der Richtung der Be- 
wegung des Korpers ist also stets negativ. Der Korper hat daher stets 
einen Widerstand zu iiberwinden. Wir setzen diesen Widerstand 
= wo Bi der Widerstandskoefffzient ist, und haben dann: 


Widerstand = g = — \gj{Vi — Vi)* 


( 1 ) 


Wir konnen dieser Formel eine anschauliche Deutung geben. Wir 
haben in : 

dm 

Nun verschwindet in unendlicher Entfernung vom Korper. Wir 
haben also in weit entfernten Punkten von B*: 




Wj, 


wo 


wie friiher den Wert von auf der Riickseite des Korpers 
\dxi/j^ dx^ 


bedeutet. Wir konnen unsere Formel deshalb auch in der Form: 


gUj^Ri= ^gjui^dxg 

Bchreiben, wo die Integration jetzt iiber einen weit entfernten Quer- 
schnitt des Wirbelschwanzes gefiihrt werden soil und dabei dx2 > 0 
angenommen werden soil. Diese Formel sagt aus: 

Der Widerstand in der Richtung der Bewegung ist 
gleich der kinetischen Energie, welche der Wirbelschwanz 
pro Langeneinheit transportiert. 
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28 4. Berechnung des Druckes senkrecht zur 
Bewegungsrichtung. 

Wir berechnen jetzt die zur Bewegungsrichtung senkrechte Zg** 
Komponente der Resultierenden der Druckkrafte. 

Wir setzen: 

a 

und baben dann: 


— Jp' cos (nx2)d8 -f = 

a a 

= e ^^idXi — + 2ViV2dX2] = 

a a 

= qU^ ^v^dxj^ — Realteil von ^W^dz = g U^^v^dx^. 


Wir haben: 


^ J^2 


dp 

dn 


ds 


und, weil an ^ cos {nx^^ an : Vg = 0: 

J^=. — gTJ^^v^dx^* 

Folglich : ^ 

— y* p' cos{nx^d8 = gUi^iVidxj^ + v^dx^ = gU^^dp, 


Statt der Kurve S konnen wir, wie die letzte Formel zeigt, eine be- 
liebige, S einmal umlaufende, geschlossene Kurve zum Integrations- 
weg benutzen. Wir wahlen dazu einen Kreis um den Anfangspunkt 
mit sehr groBem Radius. Nun kann man, wie wir am SchluB des 
letzten Paragraphen gesehen haben, fiir groBes r (= ix^~\- und 

t?2 durch Ausdriicke von der Form: 


YJ JLX-\~—~BXn 


. - r 

^ 2-^1 ^ 2 + a, 2 


darstellen. Wir erhalten demnach: 


— J p^ cos (11X2) d 8 = 2 nBglJ^. 

Setzt man also den Druck senkrecht zur Bewegung, d. h. die Trag- 
kraft = g IJ-^R2, so erhalt man also schlieBlich: 
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§ 29. Das Problem des Kreiszylinders 


qUi^R 2=—J pco8{nx2)d8==— j p*Q08{nx^d8— J p"cos(wa;2)d« = 
= 2nBQTJ^-— — v^^)dxi. 


( 2 ) 


Das erste Glied unseres Ausdruckes fiir tangt nur von der Zirku- 

lation der Fliissigkeit um den Korper bei der Stromung v^, Vg ab. Es kann 
als ein Zirkulationsglied bezeichnet werden. Das zweite Glied bangt von 
dem Unterdruck in der Fliissigkeit hinter dem Korper ab und kann als 
eine Saugwirkung des Wirbelschwanzes auf den Korper gedeutet werden. 


285. Zusammenfassung. 

Nachdem man mittels der in § 27 dargelegten Methode die Funk- 
tionen und Vg berechnet hat, erhalt man aus den Formeln: 

Q U Ri = 2 Q f(^i 
qV^R2^ 

den Widerstand qU^R^ und die Tragkraft qV-^R 2 . In diesen For- 
meln soil die Integration in positiver Richtung um den Korper geflihrt 
werden. Im ersten Integral ist also stets < 0. S hat die angegebene 
Bedeutung. B ist also ein MaB der Zirkulation um den Korper. 


§ 29. Das Problem des Kreiszyliiiders. 


29 1 . Bericht uber die Methode von Prof. Burgers. 


Prof. Burgers in Delft hat im Jahre 1921 den aus imserer Theorie 
hervorgehenden Widerstand gegen einen Zylinder mit kreisformigem 
Querschnitt berechnet, der sich mit konstanter, sehr groBer Geschwin- 
digkeit in einer reibungslosen Fliissigkeit bewegt. Die Methode von Prof. 
Burgers bestand darin, daB er fur die Potentialfunktion den Ansatz : 


If 

9P = 4„logr-2' 


An COS nd 


nr^ 


= r cos 0, X 2 = r sin 6) 


machte und mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die end- 
lich vielen Koeffizienten Aq, Aj^, •••,A^r so bestimmte, daB die Rand- 
bedingungen: 
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anS„ 

an 

x- = 0 aiiiS/i 

dx^ 

moglichst genau erfiillt wurden. Obwohl diese Methode ein sehr 
groBes Interesse besitzt, wollen wir doch, nachdem durch Prof, Zeilon 
eine exakte Losung des Problems gewonnen ist, von einem genaueren 
Bericht iiber die Untersucbung von Prof. Burgers absehen und statt 
dessen die in den zwei vorbergehenden Paragraphen dargelegte Me- 
thode benutzen. 


29 2. Berechnung der Funktion w (*). 

Wir betrachten einen Kreiszylinder, dessen Eadius den Wert R 
haben moge. Um die in § 27 (vgl. besonders die Zusammenfassung 
S. 290!) entwickelte Methode benutzen zu konnen, setzen wir: 

z'=^, also:r'=— , 0'=0. 

K K 

Wir haben auf S^: a == cos 0, 6 sin 0 ^ < 0 < + 2 ) * Folglich: 

- .‘.W- (» 


2z* 




R 


Wir berechnen den reellen und den imaginaren Teil der Funktion w auf 
dem Kreise C, d. h. fiir r' = 1, r = /?. Der reelle Teil hat den Wert: 


+ 0 


71 

7t 

^ 2 

+ (0*- 0) coti(0*- Q)dd* = 

7t 

“ “ 2 ) + t) I + K I + 1) + “ !■) 


( 2 ) 
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§ 29. Daa Problem dee Kreiezylindera 


/ ist hier die durch die Gleichimg: 

t 

/(i) = ^ficotidi (3) 

definierte Funktion. ^ 

Der imaginare Teil von w(z^) nimmt nach der Definition von 
w(z) (§ 27 4 S. 284) auf dem Kreise C den Wert: 

1, a^(0)+tb^(0) J ^ 6(0) 7i\ 

• 7t 7Z 

an. Wir haben also auf dem Kreise C, wenn: — < 0 < : 


imaginarer Teil von w{z') = — i ^0 — ; 


n ^ Zn 
wenn: <0 < — : 


(4) 


(5) 


imaginarer Teil von w{z')= 0. 

Betrefiend die Funktion konnen wir hieraus schlieBen, daB 
sie auf dem Kreise 0(|2;'l = 1, | 2 | = iZ) die folgenden Werte an- 


• /I 

nimmt, wenn: — tt < » < « 


jt - 3jr 
wenn: ^ < 0 <-^ 


jg— <e g«»(Wj 




( 6 ) 

(7) 


29 8. LSsung des Problems. 


Urn unset Problem zu Ibsen, d. h. um die beiden Funktionen: 


V, = 




dtp 




zu bestinunen, haben wit nacb § 27, Zusammenfassung (S. 290), 
in dem Ausdruck: 

W(z') -w(^)-C, + 


die beiden reellen Konstanten und Ag so zu bestimmen, daB in 
dem Punkte Zo^ Punkte z = oo entspricht, W{z^) = 0 aus- 

fallt. Nim ist ofienbar in diesem Falle Zq' = oo. Wir haben: 
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Zui Bestimmung von und erhalten wir also die Gleichung: 


in 


Sie ergibt: 
d. h.:. 

Wir haben also: 


17 j + 6 * {^1 + *^ 2 ) = 0 . 


in 


+ ilc^ = — U^e ^ 


^ 


/2’ 




El 

f2' 




(8) 


Um und Vg zu erhdlten, geniigt es, W(z') in einen reellen und 

% 

einen rein imaginaren Teil zu zerlegen und dann mit mit 

H 

QC 

zu vertauschen. Wir haben mit anderen Worten: 


%(^l> ^2) — ^^2(^l> ^2) — ^ (^^)' 


29 4. Verhalten der Liisung in nnendlicher Ferne. 

Besonderes Interesse hat, wie wir oben gesehen haben, das Ver- 
halten der Funktion W in nnendlicher Feme. Wir wolien deshalb 
dieses Verhalten untersuchen, Wir erhalten aus (1) flir grofie | z [-Werte : 

w{z^) = y) isinfl*)d0* = 

n 

“¥ 

— O- 

_ __ I -j ^ 

^ Ttz Z 

Die Formel (8) ergibt \mter diesen Umstanden fiir groBes \z\: 

(9) 

Wir sehen aus (9), daB beim Kreiszylinder die S. 289 definierte 
GroBe J5 = 0 ist und also keine Zirkulation um den Zylinder statt- 
findet. Wegen der Symmetric war dies von vornherein zu erwarten. 
Wir sehen ferner, daB: 

und also, daS der radiale AusfiuU, der nach S. 291 den Wert 2nA {7j hat, 
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= 2(jr - %)RVi = 2,283i?[7i 

ist. Prof. Burgers fand bei seiner angenaherten Losung des Problems 
fiir diese GroBe den Wert 2,30jBt7i. 


29 6. Werte von und auf der Oberflilche des Zylinders. 

Auf der Oberflacbe des Zylinders haben wir nach (8) und (6), 


n . n 
wenn <6 


•^(1) - 
= U, 


;L=e“'<o> 

1/2 


-<o 


+ icos6)e"'<^>( 1 + 


. cos 6 + i sin 0 — i\ I 
cos 6 + i sinO + il\ 


1/2 


sm(| + f) 


Wir haben also auf der Oberflacbe des Zylinders, wenn 


■ 2 <0< + ^: 
sind 


«’s(9) “ ^ «08 »e*<® (l — cot (|- + j)) I . 

Tf ^TT 

Wir haben dagegen, wenn r ^ R, < 0 < ~ht: 


also: 


(I) “ 1 ' - TT + f )) I ’ 


e»W/ ./d , 7t 

l_cot(2+-r 


/2 

ViiO) = 0 


296. Nnmerische Ergebnisse. Vergleich mit der Erfahmng. 

Wir geben eine von Prof. Zeilon berechnete Tabelle filr die zwei 
Funktionen wieder: 


w-l/, 


0*cot0*dfl* 
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und: 






+ 


T/ 


^ 2 




Tabelle I 


e 

/(<9) 

= -/(-6>) 

-(In) 

cfr(O) 

e 

nm 


— 180“ 



0,79 

+ 9 

0,099 

2,31 

— 162 

— 

0,92 

18 

0,198 

2,07 

— 144 

— 

1,05 

27 

0,292 

1,79 

— 126 

— 

1,24 

36 

0,383 

1,62 

— 117 

__ 

1,35 

45 

0,466 

1,23 

— 108 

— 

1,49 

54 

0,637 

0,948 

— 99 

— 

1,68 

63 

0,599 

0,673 

— 90 

— 

2,00 

72 

0,648 

0,416 

— 81 

— 

2,37 

81 

0,682 

0,187 

— 72 

— 

2,62 

90 

0,693 

0,000 

— 63 

— 

2,80 

99 

0,679 

0,132 

— 64 

— 

2,91 

108 

0,634 

0,236 

— 46 

— 

2,96 

117 

0,551 

0,325 

— 36 

— 

2,98 

126 

0,423 

0,403 

— 27 

— 

1 2,92 

135 

0,229 

i 0,477 

— 18 

— 0,198 

2,85 

144 

— 

0,538 

— 9 

— 0,099 

2,71 

162 

— 

0,667 

0 

0,000 

2,53 

180 


0,790 


Mit Hilfe der Tabelle I kann man die Werte von und Vg 
Umkreise des Zylinders berechnen. Man erhalt dann p. Man hat 


auf 

P 

auf Sk 


p=e ^1^1 - e(vi* + vjj*) = - I — + 1- Ui^, 


p = eC7it»i- jet/i*. 


Die Tabelle II ist ebenfalls von Prof. Zeilon berechnet worden. 
Sie bringt in der zweiten und dritten Kolumne die theoretisch berech- 
neten Werte von vJUi und pIqV^ auf der Oberflache des Zylinders. 
Die in der vierten und fiinften Kolumne gegebenen Werte wur- 
den bei Experimenten gefunden, in denen ein Zylinder mit einem 
Durchmesser von 7,6 cm einem Luftstrom ausgesetzt wurde, dessen 
Geschwindigkeit in einem Experiment 25, in einem anderen 18 Me- 
ter/Sekunde war.* Die Werte sind hier auf absolute Einheiten redu- 
ziert. Man sieht, daB der theoretisch berechnete Druck an der Vorder- 
seite des Zylinders ganz denselben allgemeinen Verlauf wie der ex- 
perimentell bestimmte Druck hat und daB sogar die theoretischen 


* Die experimentellen Werte sind aus Jacob, La R6sistance de I’Air et 1* Ex- 
perience, tome 2, Paris 1921, entnommen. 
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Tabelle II 


e 

v^iV^ 

pIqV* 

pW 

Exp, Z7 « 25 

p/qU,* 

Exp. V = 1S 

Qo 

1,000 

-t- 0,600 

-t 0,600 

+ 0,600 

9 

0,964 

0,467 

0,46 

0,44 

18 

0,836 

0,360 

0,32 

0,42 

27 

0,635 

0,179 

0,24 

0,28 

31,5 

0,512 

-f 0,060 

0,06 

0,06 

36 

0,387 

— 0,043 

— 0,17 

— 0,14 

45 

0,127 

— 0,139 

— 0,37 

— 0,29 

54 

— 0,130 

— 0,474 

— 0,47 

— 0,36 

63 

— 0,344 

— 0,635 

— 0,69 

— 0,40 

72 

— 0,493 

— 0,726 

— 0,69 

— 0,39 

81 

— 0,631 

— 0,695 

— 0,57 

— 0,37 

90 

— 0,410 

— 0,603 

— 0,53 

— 0,36 

99 

— 0,276 

— 

— 0,47 

— 0,31 

108 

— 0,216 

— 

— 0,40 

— 0,27 

117 

— 0,181 

— 

— 0,33 

— 0,26 

126 

— 0,169 

— 

— 

— 

135 

— 0,144 

— 

— 0,27 

— 0,24 

144 

— 0,131 

— 

— 

— 

153 

— 0,126 

— 

— 0,24 

— 0,23 

162 

— 0,120 

— 

— 

— 

180 

— 0,117 

— 

— 0,22 

— 0,19 


Werte nmnerisch in iiberraschend guter tJbereinstimmung mit den 
experimentellen Werten sind. Man sieht auch, daB die theoretischen 
Werte am besten mit denjenigen experimentellen Werten iiberein- 
stimmen, welche der groBeren Geschwindigkeit entsprechen. Auch 
dies war theoretisch zu erwarten. 

In Figur 1 stellt die untere, voU ausgezogene Kurve die theore- 
tische Druckverteilung an der Vorderseite des Zylinders dar. Die ge- 
strichelten Kurven entsprechen den beiden in Tabelle II aufgenomme- 
nen experimentellen Messungsreihen. OfEenbar schlieBt sich die untere 
der beiden gestrichelten Kurven, welche der Geschwindigkeit [7 = 26 m 
pro Sekunde entspricht, gut an die theoretische Kurve an. Man be- 
kommt aus der Figur den Eindruck, daB die beiden experimentellen 
Kurven Glieder einer unendlichen Schar von Kurven sind, welche 
sich bei wachsender Geschwindigkeit immer naher an die theore- 
tische Kurve anschlieBen. 

Die obere voll ausgezogene Kurve stellt graphisch dar. 

Mit Hilfe der Tabelle I konnen wir auch den Widerstandskoeffi- 
zient berechnen. Das Ergebnis ist: 

= 1,314. 

Fiir einen Zylinder mit dem Querschnitt 1 ergibt dies: 

= 0,667. 
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Dieser Widerstandskoeffizient ist zu groB. Die experimentellen Be- 
stimmungen ergeben etwa: 

jBi = 0,38. 

Da der theoretiscbe Druck an der Vorderseite des Zylinders nahe 
mit dem experimentellen ubereinstimmt, so miissen wir schlieBen, 
daB die theoretiscbe Druckerniedrigimg in dem Wirbelschwanze zu 
groB ausfallt. Eine nahere Untersuchung bestatigt dies. Hier ist 
offenbar der Punkt, wo der weitere Ausbau der Theorie einzusetzen 
hat. Dies ist auch theoretisch verstandlich. Im Wirbelschwanze und 
nur dort befriedigt unsere in erster Naherung erhaltene Losung 
nicht die vollstandigen Bewegungsgleichungen einer reibungslosen 
Fliissigkeit. 

Wie Professor Zeilon durch weitere Ausfiihrung der Theorie beim 
Kreiszylinder eine fast vollstandige Dbereinstimmung mit den Tat- 
sachen erreicht hat, wird im Anhange gezeigt. 
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§ 30. Das Problem einer diinnen Platte 


§ 30. Das Problem einer diinnen Platte. 

30 1 . Einleitung. Konforme AbMldung. 

Wir wahlen die MaBeinheiten so, daB die Breite der Platte den 
Wert 2 hat. Der Neigungswinkel derselben gegen die Bewegungs- 
richtung sei a. Eine mit der Bewegungsrichtung parallele, gegen die 
Platte senkrechte 2 ;-Ebene (z — ix^) schneide die Platte langs 
der geraden Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten + 

Um unsere allgemeine Methode zur Losung dieses speziellen Pro- 
blemes anzuwenden, haben wir die langs L zerschnittene z-Ebene 
konform auf denjenigen Teil einer z'-Ebene abzubilden, der auBer- 
halb des Kreises C, d. h. des Kreises | z' | == 1 liegt. Wenn wir die in 
§ 27, Zusammenfassung, S. 290 entwickelten Formeln anwenden 
wollen, miissen dabei die Punkte z = + Punkten z' = + i ent- 

sprechen. Diese Abbildung wird durch die Formel: 



bewirkt. 


30 2 . Formulierung der Aufgabe. 

Berechnung der Funktion w(»% 

Unsere Aufgabe ist, eine in der zerschnittencn z-Ebene regulare 
und eindeutige, in unendlicher Feme verschwindende Funktion 
W(z) = Vi{xi, Xj) — iv 2 {x^, Xg) zu finden, welche an der Vorderseite 
der Platte der Bedingung: 

Vj sin a — V 2 cos a — sin a 
und an der Riickseite der Bedingung: 

^2 == 0 

geniigt. Die entsprechende Aufgabe in der z'-Ebene ist eine auBerhalb 
des Kreises C regulare und eindeutige, in unendlicher Feme ver- 
schwindende Funktion: 


TF(z') = v^{x^', ajg') — ^ 2 ) 

zu finden, welche fiir: 

r' = 1, — ^ < 0 < Y = r' cos 0, ojg' = r' sin 0), 


der Bedingung: 


sin a — 1?2 cos a = sin a, 


fiir: r' = 1, y < ^ ^ 
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der Bedingung: 




geniigt. Wir aehen hieraus, daB beim Problem der Platte: 
a (6) = sin a, b{0) = — cos a; ^(fl) = — cos a, 6i(6) = — sin a. 
Die Formel (27, 13) S. 291 ergibt unter diesen Umstanden: 


8 


Folglich : 




( 2 ) 


Wir haben in § 27 S. 287 eine komplexe GroBe f eingefiihrt. Wenn wir 
sie auch jetzt benutzen woUen, miissen wir sie durch die Gleichimg: 




(3) 


definieren. Mit Hilfe diescr GroBe C konnen wir unser Ergebnis (2) 
in der einfachen Form: 


schreiben. 


0{z') = — e-*<‘C" * 


(4) 


30 8. Berechnnng der Fnnktion W{»). Eigenschaften. 

Die Ldsung unseres Problems wird nach § 27, Zusammenfassung 
S. 290 durch die Funktion: 

TF(z') = C^i + e«(*^(*x + »A-7^) 

gegeben. und k 2 miissen so bestimmt werden, daB in dem Punkte 
«q', der dem Punkt 2 = 00 entspricht, W ( 2 ') = 0 ausfallt. Jener Pimkt 
Zq' ist ofiEenbar 2 ' = 00 . Fiir 2 ' = 00 haben wir: 

ia in ia 

f = t, ® = ie 

Zur Bestimmung der beiden reellen GroBen k^ und k^ erhalten wir 
also die Gleichung: 

k^ + ik^— 

Sie ergibt: 

ij = — sin *, = cos • 


20 Oseen, Hydrodynamik 
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Wir haben also: 

W(z') = E7i|l - (sin-l- icosl = 


„ L . / a .a 

= Vi 1 — e— ‘“Icos 2 — sua-g )r 


( 8 ) 


Wir haben jetzt W(z') als Funktion von z auszudrticken. Zwischen C 
und z besteht die Beziehung: 


Sie ergibt; 

Wir haben folglich: 
TF(2) = «i — 

= CzJ 1 - e-« 




— iA*“ ~ * 

“ y e^-Tz ' 


a /c*“ — z\'^" . a /e*® — z\‘^ 

2 U“ -fz) ~ 2 W“ +1/ 


— 2;\ 2» 2 


( 6 ) 


Wir benutzen den Ausdruck (6), um das Verhalten der Funktion 
W(z) bei z -► 00 zu untersuchen. Man findet: 

W{z)^U,^^^, 


wo: 




a\ 

- 1 cos a, 

7tl 

(7) 


(8) 


7t , 1 • 

Fiir a == ^ haben wir nach diesen Formeln ^ = — ,5 = 0. Flir kleine 

a-Werte werden sowohl A wie B klein. Die Zirkulation hat fiir kleines a 
den Wert n sin a. Dies ist die Halfte des Wertes, den Kutta aus seiner 
Theorie abgeleitet hat. 


304* Berechnung des Widerstandes und der Tragkraft. 

Um den Widerstand und die Tragkraft zu berechnen, haben wir 
nach den Formeln (28, i S. 294) und (28, 2 S. 296) die beiden Integrale : 

a* 

auszuwerten. Nun haben wir auf nach (5), weil dort ist: 
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{V^-v,Y={V^-W)^ 


= J7i*e— *<“j coB®-^^ 28in-^co8-^f “ * 


2 a 


Wir haben auf /S» ferner: 


dx« — sin.ae~*“dz = — sin ( 


iCdC 


* (1 + C*)* 

Wir bemerken, daB z* auf S* im Punkte z = — e*“ den Wert — i und C 
den Wert — oo annimmt. — Wir haben folglich: 

sina 


wo: 


— J (^1 — —J (U^ — Vi)^dx2 — + *^2 + •^a)* 

— Blna 

0 ?£+! 

Ji = - sin a cos* J e-*<“J ^2^ yja 

— 00 

0 

t/o = 2 sin a sin ~ cos ^ I - 

^ 2 2 J ( 

0 

J3 = — sin a sin^ ^ 


0 

4C^‘ 


— CD 

0 ^_i 

4C- 

(f'*+ 1)* 


(C* + 1)* 

df. 


df. 


Um J^, dg, dg zu berechnen, betracbten wir das Integral: 

+* 

4r 


/ 


.1+4 


(C*+ 1)* 


dc, 


( 9 ) 


in dem der Integrationsweg in der Umgebung des singnlaren Punktes 
C = 0 in der komplexen C-Ebene oberhalb des singnlaren Punktes 
geben soli. Wenn wir zwei Punkte C, — C(C>0) des Integrations- 
weges miteinander vergleichen, haben wir dann: 

P P 

f = (— (— 


Wii konnen desbalb unser Integral (9) in dei Form: 

f 1 +^ 

00 

schreiben. Wir konnen andererseits den Wert des Integrales (9) in 
der Weise berechnen, daB wir den Integrationsweg unbegrenzt nach 


20 * 
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oben verscbieben. Dabei wird der singulare Pimkt Z = + i tiberschrit- 
ten. Wir erhalten deshalb; 


it'*- u, 


f h'*- .. M. 

j d„( 

— 00 

Mit Hilfe der Formel (10) erhalten wir: 

J'j=2aco8*^, i7g= — 2a) J 3 = 2(7t — a)sin* y 

Folglich : 

-fiVi- Vifdx^ = :;r- (ji - 2a) £^,*. 


Wir erhalten in ahnlicher Weiae: 


J(Ui^—Vj^)dxg = 2UiJ {Ui — v{)dx2—j {U^ — Vifdx^ = 

-i„AU,^-f{U,- v,rdx, = - (^- ^*3^) 

»» 

Nun haben wir an S^: dx^ = cotadx^. Folglich: 

Die Formeln (28, ji S. 294), (28,3 S. 296) ergeben jetzt: 


S £/,■«, (»-(,- 2a) ^)|, 
eO,‘R,- e V,‘ (jiooto - - 2o) ■ 



Die Beziehung: 

iZj = cot a 

druckt die Tatsache aus, daB die Kraft qVj^Ri, die Besul- 

tierende eines hberall gegen die Platte senkrechten Druokes ist. Da- 
bei ist zu bemerken, dafi qVi*Ri die Eomponente dieser Besultie- 
renden in der Bichtung der negativen x^-Achse ist, dagegen 
die Komponente in der Bichtung der positiven Xg-Achse. 
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306. Vergleich mit der Erfahrung. 

Die nachfolgende Tabelle enthalt in den vier ersten Eolumnen einige 
numerisclie Ergebnisse, die aus denFoTmeln(ll) eibalten worden sind. 
iZ bat die Bedentong: , 

Alle Resultate sind auf die Plattenbreite 1 reduziert, also die direkt 
aus (11) hervorgehenden Werte nachtraglich mit 2 dividiert. Die 
Kolunme R exp. enthalt experimentelle Werte. Sie sind den von Eiffel 
fur eine rechteckige Platte gefundenen Werte proportional, wobei: 

Lange : Breite = 9 

war. Die Werte von Eiffeljsind aber mit einem gemeinsamen Faktor 
multipliziert, der so gewahlt ist, daU 12 fiir a = 90® den Wert 0,78 be- 
kommt, der nach Jacob* fiir eine unendlich lange, zur Bewegungs- 
richtung senkrechte Platte der wahrscheinlich richtige Wert ist. 

Tabelle I 


a 


B, 

R 

i^ezp. 

RIR exp. 


exp. 

00 

0,000 

0,600 

0,600 

(0,00) 

(00) 



— 

6® 

0,064 

0,610 

0,614 

0,36 

1,73 

0,47 

0,46 

10® 

0,121 

0,673 

0,697 

0,46 

1,62 

0,54 

0,60 

20« 

0,288 

0,788 

0,846 

0,66 

1,62 

0,66 

0,60^0,73 

30® 

0,483 

0,837 

0,966 

0,61 

1,69 

0,76 

0,73 — -0,80 

400 

0,692 

0,824 

1,078 


— 

0,84 

0,82 

46® 

0,786 

0,786 

1,112 



__ 

— 

600 

1,047 

0,607 

1,212 

0,73 

1,66 

0,94 

0,94 

700 

1,177 

j 0,172 

1,262 

— 

— 

— 

~ 

900 

1,286 

0,000 

1,286 

0,78 

1,66 

1,00 

1,00 


Wir sehen aus dieser Tabelle, daB die theoretischen 12 -Werte 
durchweg groBer als die experimentellen Werte sind. Wir sehen aber, 
daB im Intervalle 6® < a < 90® das Verhaltnis zwischen dem theore- 
tischen und dem experimentellen 12 -Wert annahemd konstant ist. 
Dies tritt besonders deutlich in den zwei letzten Kolumnen der Ta- 
belle zutage. Besonders hervorzuheben ist die geringe Abhangigkeit 
vom Neigimgswinkel, welche sowohl der theoretische wie der experi- 
mentelle 12 -Wert im Intervalle 60®< a < 90® aufweist. 

Bei kleinen Neigungswinkeln (a < 6®) steht die Theorie in schrof- 
fem Widerspruch mit den Tatsachen. Es ist nicht schwer, den inneren 
Grund hierflir zu finden. Im Grenzfalle a = 0 wiirden nach den Ergeb- 

* Jacob, La Resistance de TAir et rEzperience. T. 1, S. 106 u. 110, T. 11, Tab. 1. 
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nissen, welche wir beim Grenziibergange ^ 0 gefunden haben, beide 

Seiten der Platte zur Vorderseite gehoren. Die Fltissigkeit wiirde 
also an beiden Seiten der Platte gleiten und die Platte wiirde unter 
diesen Umstanden gar keine Bewegnng in der Pliissigkeit bervor- 
rufen. Wir wlirden also notwendig i? = 0 baben. Hier aber, wo wir 
zuerst bei a > 0 den Grenziibergang -*0 und dann den Grenziiber- 
gang a -► 0 ausgefiibrt baben, bekommen wir eine Bewegnng, bei 
welcber die Pliissigkeit immer nocb an der einen Seite der Scbeibe 



baftet, wabrend sie an der anderen Seite gleitet. DaB wir unter 
solcben Umstanden Ergebnisse erbalten, die nicbt mit den Tatsacben 
■iibereinstimmen, kann nicbt Wunder nebmen. Immerbin stellen diese 
Ergebnisse die Tbeorie vor neue und interessante Aufgaben. 

Dr. Zeilon, dem wir die Tbeorie der Platte verdanken, bat aucb 
das Moment der Druckkrafte auf die Platte in bezug auf die Mittel- 
linie derselben berecbnet. Er bat aus seiner Formel die in der 
nacbfolgenden Tabelle entbaltenen tbeoretiscben Werte berecbnet. 
Die experimentellen Werte sind Messungen von Eifiel entnommen. 
Sie sind auf die Breite 2 reduziert. Bei diesen Messungen war 
Lange : Breite = 6. 

Dr. Zeilon bat aucb die Druckverteilung auf beiden Seiten der 
Platte untersucbt. Die Ergebnisse fiir die Vorderseite der Platte sind 
in Fig. 2 dargestellt. 
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TabeUe II 


— ^ ^ 

a = 


26® 


60" 

90® 


^psds 

theor. 

0,117 

0,192 

0,188 

0,166 

0 


^ pade^ 

exp. 

0,260 

0,204 

0,192 

0,160 

0 


Die voU ausgezogenen Kurven geben bei verschiedenen Neigungs- 
winkeln a die theoretische Druckverteilung. Die gestrichelten Kurven 
beziehen sicb auf die bekannten Messungen von EifEel. Wenn man 
bedenkt, daB die Theorie ja nur eine erste Naberung darstellt und 
daB die Messungen von Eiffel sicb auf Flatten von endlicber Lange 
bezieben, darf man wobl die Dbereinstimmung zwiscben Tbeorie und 
Erfabrung als iiberrascbend gut bezeicbnen. 

Auf der Eiickseite ist der Druck in Dbereinstimmung mit den 
Tatsacben annabernd konstant. Dagegen fallt der Unterdruck dort 
zu groB auB. Auf diesem Umstand berubt es, daB die tbeoretiscben 
iZ-Werte zu groB ausfallen. 


§ 31. Die kreisformige Platte und verwandte Probleme. 


31 1. Formulierung des Problems. 


Das Problem der kreisformigen Platte erbeischt, wie wir scbon 
in § 23 gesehen haben, die Bestimmung einer aufierhalb von der 
Platte regularen und in unendlicher Feme verschwindenden Poten- 
tialfunktion, A, welche an der Vorderseite der Platte, etwa fur — 
+ 0, iZ = ix^ + * 3 ® < a der Bedingung : 


dXy 




an der Riickseite derselben, d. h. fiir = — 0, R < a, der Bedin- 
gung ^ = 0 geniigt. Wenn wir diese Funktion A bestimmt baben, 
so baben wir; 


in J5,: 
in 


Ui = 


dxi 


dA 
dxj ’ 



-f f/i. 


«2 = 


dx^' 


0 = 1,2, 3) 


«s 


dA 

dxg 
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Wir konnen die mathematische Aufgabe, von deren Erledigung 
die Losung des Problems der kreisformigen Platte abbangt, aucb in 
etwas anderer Weise formulieren. Wir baben am Scblusse des ersten 
Paragrapben bei der Ableitung der Gleicbungenlll S. 12, die Qesobwin- 
digkeitskomponenten der Fllissigkeit, auf ein Koordinatensystem, in 
welcbem derKorper rubt, bezogen, mit u^{j = 1, 2, 3) bezeicbnet und 
wir baben: Sg— ^ 3 = % gesetzt. Wenn wir jetzt: 

— + A = 0 

setzen, so ist 0 eine aufierbalb der Platte regulare Potentialfunk- 
tion und wir baben: 


in 

in Bh : 



^ 30 (d0\ ^ _d0 > _d0 

Die Potentialfunktion 0 muB sicb in unendlicber Feme wie : 


( 1 ) 


C 

— Pi a?! + Konst. + -^ + • • • ' 

MX 

{R = ix^ + 

verbalten. Auf der Platte muB 0 den Bedingungen: 


auf /S„: 

00 ^ 

(2) 

auf Ski 

= 0, 


0 = 0 

(3) 


geniigen. Wenn es also gelingt, eine Potentialfunktion 0 mit diesen 
Eigenscbaften zu bestimmen, so ist das Problem der kreisformigen 
Platte gelost. DaB dieses Problem losbar ist, baben wir iibrigens 
scbon in § 23 geseben, Wir baben dort aucb das Hilfsmittel kennen- 
gelernt, das zur Losung des Problems fiibrt: die vierwertigen Poten- 
tialfunktionen, deren Werte bei Umkreisung der Randkurve der 
Platte permutiert werden. Es bandelt sicb jetzt um die explizite Aus- 
fubrung des in § 23 angedeuteten Gedankens. 


31 2. Einf fihrung von dlpolaren Koordinaten. 


Wir setzen: 

a sin V 

cosbyp u + cos v ’ 




a sinhjrp u 
coshyp M + 008 V 


(4) 


Wir bemerken, daB ein Punkfc R, fur welchen R < a, = + 0 
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ist, auf der Vorderseite S, der Platte liegt, ein Punkt ftir welchen 
R < a, = — 0 ist, dagegen auf der Biickseite der Platte. — Wir 
betrackten jetzt die reziproke Entfemung der Puukte Xi, x^, Xg und 
atg^a,0,0. Es ist: 


1 

][[x^ — o tg (a)* + V + 


1 

cos-jr-a 


J^coshyp w4* cost? 


|/co8hyp u — cos (t? — a) 


( 5 ) 


vorausgesetzt, daB die Wurzeln reclits mit solchen Vorzeichen genom- 
men werden, daB sie fiir reelle Werte von ajj, ajg* ®8» fiir 

0 ^ w < 00 , — oo<a< + a)> positiv ausfallen. Wir 

schlieBen aus (5), daB die Funktion: 

(^coshyp u + cost? 

/coshyp u — cos (t? — a) 

fiir alle a, als Funktion von aufgefaBt, der Laplaceschen 

Gleickung genligt. 


318. Einfuhrung einer aus vierwertigen Funktionen auf- 
gebauten Potentialfunktion mit Hilfe der Sommerfeldschen 
Methode. Eigenschaften derselben. 


Wir betrachten jetzt die Funktion: 

0i{xi,R) 

/coshyp u + cos ^ | ^ 


Sni 


(W^i) 


coshyp u — cos (t? — a) g- 

4 


+ r — - 

J /coshyp M — 


da 


y^shyp u + cos t? 


cos(t? + a) 


Sjti 


-i— -+ 

I t^coshyp u — cos Q Lin ^ ^ 

(W) ^ 4 


. a--t?o-- 1? 

sin ^ / 


> da. 


( 6 ) 


Wir wablen den Integrationsweg (W) des letzten Integrals in der 
folgenden Weise. Ein Zweig geht etwa vom Punkte a — iw + e + too 
(e > 0) aus, umkreist in negativer Ricbtung den Punkt a = iu und 
kehrt ins Unendlicbe zuriick, etwa nach dem Punkte a = it/ — e + too. 
Ein anderer Zweig des Integrationsweges {W) ist das Spiegelbild des 
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ersten in bezug auf den Punkt a = 0. Wie die Integrationswege (W^) 
und (TTg) zn wSblen sind, damit die Beziehung (6) besteht, ist leicht 
eiBicbtlicb und bat bier keine Bedeutong*'. 

Wii setzen Vq = und woUen untei dieser Voraussetzui^ die 
Eigenscbaften det Funktion untersucben. Wit nebmen an, dab 
0 < » ^ 2w ist. In dem Bereicbe des »8-Raiuii®8, wo « > d 
> 0 ist, ist dann oSenbai 0^ eine regulS.re Losung dei Laplacescben 
Gleicbung, welcbe auf S,, also fiir v = 0, der Bedingung: 


und auf Sk, also fur 2ji, der Bedingung: 

01=0 

genligt. Um zu untersuoben, wie sicb 0^ verbalt, wenn u sicb dem 
Werte Null nabert, bemerken wir, daJJ, wenn \ n — » | > 6 > 0 ist, 0i 
auch in der folgenden Weise dargestellt werden kann: 


Wir haben bier zur Abktirzung: 


( 7 ) 


1 

i 

i ^ ^ \ 

j/'cosbypu— cosaj 

! . a— Vj+t; ' . a— «o— » 

\^sin ^ Bin ^ / 


gesetzt. Die Integrationswege in (7) soUen zwei mit der imaginaren 
a-Acbse parallele Geraden sein. Wir seben aus dieser Darstellung, 
daB in dem Bereicbe des aj-Eaumes, wo \ n--v\> e ist, 

endlicb und regular bleibt, wenn ti gegen Null konvergiert. Um 
schlieBlicb festzustellen, wie sicb 0^ verbalt, wenn u gegen Null 
und gleicbzeitig v gegen n konvergiert, das beiBt, wenn der Punkt 
3 J 2 , *8 sicb ins Unendlicbe entfemt, bemerken wir, daB, wenn 
\n — v I < e ist, recbts in (7) noch ein Glied hinzukommen muB. 
Dieses Glied riibrt von dem singularen Punkte a = ar — v ber, der, 
wenn v den Wert ± e passiert, den Integrationsweg eines der 
beiden Integrale in (7) durcbdringt. Das Glied bat den Wert + 1. 
Wir baben also, wenn | ar — v | < e ist: 


* Die Vierwertigkeit der einzelnen Integrale in (6) riihrt vom Nenner Bin 


bzw. Bin 


g — Vq -|“ e 


her. 
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— «-f<00 — <QD 

0i{xi,R) j J F{a)da + J -F(a)rfa| + 1. (8) 

— e — +c4-« 

Wir selien hieraus, daB : 

<Pi(a5i,jB) 1, 

wenn: 

R = }/xj^ + R^^ 00 . 

Man beweist in ahnlicher Weise, daB bei 2? oo, d. b. bei v tt: 



}/coshyp u + cos 




f^coshyp u — COB (vq 




Sint; 


2 (coshyp u + cos v) 2 a 


31 4. Liisung des Problems. 

Wir schlieBen ans diesen Ergebnissen, daB der Ausdruck : 

WO 1 cine beliebige Konstante ist, eine Potentialfunktion definiert, 
welche auBerbalb der Platte regular ist, sicb in unendlicber Feme von 
einer belanglosen Konstante abgeseben wie: 


verhalt und auf der Platte den Bedingungen : 
auf /S,: 


auf 5*: 
geniigt. 


00 

Oxi 

0 : 


= 0 , 
= 0 


316. Das Verhalten der Ldsnng am Rande der Scheibe. 

Wir haben bis jetzt die besonderen Verhaltnisse am Eaude der 
Platte auBer acht gelassen. Um die Konstante X zu bestimmen, ist es 
notwendig, auf sie Encksicht zu nehmen. A so zu bestimmen, dafi die 
Gescbwindigkeitskomponenten, also die OroBen: 

Oxf 

am Eande endlicb bleiben, ist immoglicb. Dies ist aber aucb nicht 
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notig. Was wir verlangen rniissen, ist nur, daB die Besultierende der 
Druckkrafte auf die Platte einen endlichen Beitrag hat. Daflir ist 
notwendig und, wie wir unten zeigen werden, auch hinreichend, daB: 

dx^ 

auf der Biickseite der Platte quadratisch integrierbar ist. Was wir 
verlangen mlissen, ist also, daB: 



einen endlichen Wert hat. Es laBt sich zeigen, daB dutch diese Be- 
dingung A eindeutig bestimmt ist und daB A den Wert ^ haben muB. 
Man kann ferner zeigen, daB, wenn A diesen Wert hat. 


dxi 


in der Nahe des Randes wie (a — 5) unendlich wird und also tat- 
sachlich auf quadratisch integrierbar ist. Auf den Beweis dieser 
Satze gehen wir nicht ein. 


31 6. Berechnun^ des Widerstandes. 

Vergleich mit der Erfahrnng. Verwandte Probleme. 

Um den Widerstand der Flussigkeit gegen die kreisformige Platte 
zu berechnen, wenden wir den Impulssatz an. Um die Platte mit der 
Geschwindigkeit vorwarts zu treiben, muB auf sie eine Eraf t wirken, 
welche dem pro Sekimde gewonnenen Zuwachs des Impulses der ganzen 
Flussigkeit gleich ist. Der Zuwachs, den der Impuls der Flussigkeit 
wahrend der Bewegung erf ahrt, besteht darin, daB der Wirbelschwanz 
sich verlangert hat. OfEenbar ist der Impuls mit der Bewegungsrich- 
tung der Platte parallel, Der Zuwachs desselben wahrend einer Se- 
kunde ist deshalb: 

qJ juj^dx^dxg, 

Q 

WO wir mit Q einen Querschnitt des Wirbelschwanzes in groBer Ent- 
femung hinter der Platte bezeichnen. Wir haben deshalb auf Q: 
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Wenn wir mit na*q den Widerstand der Fliissigkeit gegen die 
Platte bezeichnen, so baben wit folglicb: 


Das Integral, durch welches wir 0^ dargestellt haben, ist offen- 
bar ein elliptisches Integral. Auch: 



laUt sioh durch elliptische Integrale und zwar durch zwei (im Le- 

gendreschen Sinne) „vollstandige*^ elliptische Integrale dritter Art 

ausdriicken. Wenn wir namlich zur Abkiirzung: 

, 2a2 2 

C08hyp«+1= 


setzen und wenn wir durch die Beziehungen: 
1 

u^du 


L 

0 

h 






u^du 


= H, 


ft{Ku + lj{l-u^) 
K definieren, so hab 


zwei Funktionen von K definieren, so haben wir auf S*: 
00 


und sind vollstandige elliptische Integrale dritter Art und 
konnen deshalb durch die Legendreschen Integrale E und F aus- 
gedriickt und mit Hilfe der Tabellen fiber E und F auch numerisch 
berechnet werden. Dr. Zeilon hat indessen vorgezogen und neu 
zu berechnen. Aus der so erhaltenen Tabelle der Werte von 


dxi 

auf 8h hat Dr. Zeilon schliefilich den Widerstand berechnet. Er findet 
na?QlJ^R^=^ l,1797ra®pZ7j*, 

also: 


1,179. 

Die Methoden, welche wir in diesem Paragraphen benutzt haben, 
lassen sich auch in einigen anderen Fallen anwenden. So hat Dr. Zeilon 



318 { 81. Die kreitfdrmige PUtte und verwandte Probleme 

nacli diesen Methoden die Bewegung einei Halbkugel in einer F11issig> 
keit imteiBuclit. Fiir den Widerstand &nd er: 

wenn die knunme Flache vorangeht: 

Ofillna^gVi^ 

wenn die ebene Flacbe vorangeht; 

0,622 l/j®. 

Die bier angegebenen Widerstande sind, mit den experimentellen 
Werten verglichen, etwa in demselben MaQe zu groB wie die Wider- 
st&nde, welche wir bei den zweidimensionalen Problemen gefunden 
haben. Auch bei den Baumproblemen fallt also die Dmckemiedrigung 
im Witbelschwanze zu groB aus. Wenn diesei Umstand nachdrQck- 
lich daran erinnert, daB unsere Losung des hydrodynamischen Fro- 
blemes nur eine erste Naherung darstellt, so bleibt es andererseits 
sehr bemerkenswert, daB schon die Beriicksichtigung der linearen 
Glieder der Bewegungsgleichungen ein sowohl bei den kleinsten wie 
bei den groBten Geschwindigkeiten qualitativ richtiges Bild der Be- 
wegung gibt und daB die daraus berechneten Widerstande in dem 
weiten Bereich von den kleinsten zu den groBten Geschwindigkeiten 
hinsichtlich der GroBenordnung richtig sind. 



Anhang. 

Zwei Vortr'dge von Prof. N. Zeilon, 

sehalten vor dem zweiten internationalen KungreH 
fttr technische Mechanik Zttrich 1926. 




I. 


Ein allgemeines hydrodynamisches 
Potentialproblem. 

1. Die folgende Pragestellung schlieBt sich als natiirliche Weiter- 
fiihrung der hydrodynamischen Theorie Oseens an. Die von einem 
eingetauchten Korper in einer reibungslosen Fliissigkeit hervorgeru- 
fenen Bewegungszustande werden durch Losung der in geeigneter 
Weise linearisierten Differentialgleichungen bei nachfolgendem Grenz- 
libergang 0 beschrieben. Unter Beschrankung, der Einfachheit 
wegen, auf zweidimensionale Bewegung, laBt sich der Grundgedanke 
der Oseenschen Theorie folgendermaBen in verallgemeinerter Fassung 
aussprechen. Man geht aus von den bekannten Gleichungen der sta- 
tionslren Bewegung und nimmt an, daB durch: 

w = Wq + V — Vq+ v' 

die gesamte Geschwindigkeit in eine bekannte „eingepragte“ Stro- 
mung Wqj ^0 noch zu bestimmende ,,Storungsstr6mung‘‘ auf- 

geteilt sei. Es wird angenommen, daB die quadratischen Sto- 
rungsglieder: 

dv' du'\ 

u'w, v'w o — 1 

\ dx dyf 

gegeniiber den halbquadratischen: 


UqW, VqW 

vernachlassigt werden diirfen. 


2. Wir beschranken uns hier auf den einfachsten Fall, wo als 
Primarstromung eine laminare Bewegung eingefiihrt worden ist. 
Setzen wir also: 


d\p 


A%p = 0, 


so erhalten wir zunachst aus den Grundgleichungen nach Elimina- 
tion von: 


21 Oseeu, Hydrodynamik 
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? = P + f («* + «2) 

die Gleichimg; 


/ dw 



dv' du' 


( 1 ) 


die, wenn jj, = 0 gesetzt wird, sofort 

dip dip 
dx ’ dy 
dw dw 
dx ’ dy 

ergibt. Wir schliefien somit, daU die asymptotische Losung des linea- 
risierten Gleichungssystems auBer einer laminaren Strdmung noch 
eine turbulente Stromung enthalten kann, derart, dafi der 
Wirbel auf gewissen Stromlinien der eingepragten Stro- 
mung mit konstanter Intensitat verteilt ist. 

Die Bestimmung dieser Wirbelverteilung wird dadurch erleich- 
tert, daB die asymptotische Behandlung der Gleichung ( 1 ) sich auf 
eine schon bekannte Diskussion zuriickfuhren laBt. Setzen wir namlich 


= 0, Oder w = f(ip) 


ip == Imaginarteil von ( 9 ? + iip)^ 

BO erscheint es natiirlich, auf die Koordinaten (p,ip zutransformieren. 
Setzen wir, um die Kontinuitatsgleichung zu befriedigen: 


u' = 


dy^ 



so laBt sich, nach einer leichten Bechnung, die Gleichimg ( 1 ) so 
schreiben : 


dtp 


-{- A Ax^yO 



+ fiA^,^w = 0 . 


♦ 


( 2 ) 


3. Die obige Gleichung fur w ist, von der Koordinatenwahl ab- 
gesehen, mit derjenigen Gleichung identisch, deren asymptotisches 
Verhalten in Oseens Theorie Wirbelbildung und Kielwasser bestimmt. 
An der Greuze fiir ^ = 0 kommt betrefis der Randbedingungen prin- 
zipiell dasselbe Resultat heraus. Die Randkurve wird in zwei Be- 
reiche geteilt, einer ,,hydrodynamischen Vorder-“ bzw. „Ruckseite“ 
entsprechend. An der Vorderseite (S^) gleitet die Fliissigkeit einfach 


* Man yergleiohe hierzu: J. Boussinesq, Joum. de Lionville (6) 1 S. 285, 1905; 
femer J. M. Burgers, K. Ak. v. Wet. te Amsterdam, Verslag d. Wis- en Natuurk. 
Afdeel. D. XXIX S. 952, 1921. 
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in reiner Potentialstromung vorbei, wabrend an der Riickseite (S^) 
die Wirbelverteilimg so zu bestimmen ist, dafi, wenn moglicb, die 
Flussigkeit daselbst am Korper haftet. 

Die Herleitung dieses Resnltates ist aus den Eigenschaften der 
Grundlosimg von (2) leicht verstandlich. Wenn (^Jq, einen will- 
kiirlichen Punkt der Randknrve bezeichnet, so wird die gesucbte 
L5sung w mit Hilfe der Funktion: 


9’o. yo)== / 


-|-QO -{-CO 

* g»(a(ijD-*9P*)-f-/?(v^ — Vo)) 


— 00 00 


fi(a^ + — iga 


dad^ ■■ 


= e tpof + (v • 


wo Kq eine Hankelscbe Funktion von imaginarem Argument bedeutet, 
in gewohnlicher Weise durch die Greensche Formel dargestellt*. Flir 
fA ^ 0 findet man, dafi F iiberall gegen Null konvergiert auBer auf 
der durch: 

9^0 < ^ 

definierten singularen Kurve, wo F derart unendlich wird, daB 
das Greensche Randintegral einen entsprechenden endlichen Betrag 
liefert. 

Durch jeden Punkt (p^y hat man also die betreffende Strom- 
linie ziehen ; die Gesamtheit aller Punkte der Flussigkeit, 

fiir welche (f < (Po ist, bestimmt die Form und Ausdehnung des der 
hydrodynamischen Riickseite angeschlossenen Wirbelbereiches. 

Die Art des neuen potentialtheoretischen Problems ist damit auch 
festgelegt. Nach dem Gesetz: 


dw 

d<p 




soli auf den genannten singularen Kurven eine Wirbelbelegung mit 
zugehoriger Stromung, d. h. die unbekannte Funktion w und die 
damit verbundene Stromungsfunktion 0, so bestimmt werden, daB: 


(Wq + u') cos (w, x) + (Vq + v') cos (n, y) = 0 an ; 

Uq+ u' = Vo + v' = 0 an 8^; 

= v' == 0 im Unendlichen. 


4. Nachdem das so formulierte Potentialproblem durch eine kon- 
forme Abbildung zuerst auf den Fall des Kreiszylinders zuxiick* 


* VgL hierzu S. 38. 


21 * 
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gefiihrt worden ist, machen wir fiir die Losuiig folgenden Aiisatz. 
Der Wirbelbereich wild mit Wirbelfaden von der unbekannten Starke : 


belegt, wo 

d((p -t - if ) 
d(x + iy) 


da-d,,- d^pd^ 

dV” df^ x(z)x{z) 

d{(p + iip) . _ _ . 

= AA = % — *(2) = «o + *»o- 


Dabei setzen wir, was keine wesentliche Beschrankung bedingt, 
voraus, daU im Wirbelbereich das Produkt x(z)k{z) nicht verschwindet 
Oder jedenfalls zu kciner gefahrlichen Singularitat AnlaB gibt. 

Im Unendlichen sei ferner: 

w -> z. 


Wir betrachten zunachst die Stromfunktion : 


U = i(x — Xof + (y — y^f, 
dH^ 


die der Bedingung: 

W = Ax^yO\^ (^0^ “I” 


dxp^ 


geniigt. Der Funktioii entspricht eine Geschwindigkeit, die aus 
Wirbelelementen : 

i 1 

^71 Z — 2q 

aufgebaut ist. Wird ferner eine laminare Bewegung superponiert, in- 
dem die gespiegelte Winkelfunktion: 

zx(z) 1 

iiber dem Wirbelgebiet mit der Verteilung: 


integriert wird, so sieht man sogleich, daB die gesamte Bewegung 
eine am Kreise \z\ = l verschwindende y-Komponente der Geschwin- 
digkeit ergibt. 

Wird jetzt am Kreise noch die ^^-Komponente berechnet, so 
laBt sich die Schwierigkeit des fiir z = Zq unendlichen Kernes durch 
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Isolieren des singularen Bestandteiles beseitigen. Eine Diskussion, 
die ich hier ubergehe, zeigt, dafi so geschrieben werden kann: 

(^)|^I_^/(V) +/ K(y),y)o)f{fo)^Vo = 


WO f{tp) auBerhalb des Wirbelgebietes (insbesondere an So) verschwiti- 
det und K einen fiir y) = hochstens logarithmisch unendlichen 
Kern bedeutet. 

Ferner laBt sich ein „gemischtes Potential** superponieren 
derart, daB: 


an Sf,: 


80 


^ + Uq cos (w, x) + Vq cos {n, y) — U^p cos (w, q)) 


an Ski 


80 

8y) 


= 0 . 


Das Potential <&, das durch die noch hinzukommende Bedingung 
betrefEs der Geschwindigkeitsverhaltnisse im Unendlichen eindeutig 
festgelegt ist, wird an der Riickseite des Kreises eine ^o-Geschwin- 
digkeit ergeben, die ihrerseits das unbekannte mit einem regu- 
laren Kerne langs jener Riickseite integriert enthalt. 

Die schlieBlich iibriggebliebene Bedingung, daB die gesamte q)- 
Geschwindigkeit an der Riickseite verschwinden soil, fiihrt somit die 
Bestimmung der unbekannten Funktion / auf eine Fredholmsche In- 
tegralgleichung zuriick, deren Kern sowohl in y) wie y)^ quadratisch 
integrierbar ist. 

Das hier gefundene Resultat laBt sich, wie unmittelbar ersicht- 
lich sein diirfte, noch auf den Fall iibertragen, daB die Geschwiii- 
digkeit an der Riickseite vorgeschriebene Werte annehmen soli. 


5. Beispiel. Der Magnuseffekt. Es ist klar, daB die Wahl 
der eingepragten Stromung^ gewissermaBen willkiirlich ist und selbst- 
verstandlich den natiirlichen Voraussetz ungen des beziiglichen Pro- 
blems gemaB getrolBEen werden muB. Im Falle des in einem gleich- 
maBigen Strome stillstehenden Zylinders fiihrte die einfachste natiir- 
liche Annahme: 

Uq = Konst., Vq ~ ^ 

auf die Theorie Oseens. Als ebenso natiirlichen Ansatz nimmt man 
fiir den rotierenden Zylinder am einfachsten: 

q) + iy) = A{x + iy) + iB\og{x + iy). 
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Die Aufgabe, die Gesamtheit der Kurven y mit 9? 9?^ < 0 an- 

zugeben, ist eine rein elementare, deren Ergebnis die beigefugte 


Pig. 1 (fiir ^ = 0; 2; s) 


illustriert. Man sieht, wie der Wirbel- 


bereich, der in der Oseenschen Tbeorie des stillstehenden Zylinders 
der Strbmungsrichtung parallel verlauft und geradlinig begrenzt ist, 
jetzt durch die Rotation deformiert und abgelenkt erscheint. 

Insbesondere bemerkt man, daU fur groBe Werte von 1) 

A 


die untere Begrenzung des Wirbelschwanzes durch jene ^^-Kurve ge- 
bildet wird, die durch den Doppelpunkt der Primarstromung, a; = 0, 
y = — jB, hindurch geht. Die Folge davon ist, daB mit zunehmen- 
der Rotationsgeschwindigkeit der Wirbelschwanz sich immer hoher 
an der der Translationsstromung zugewandten Vorderseite des 
Zylinders hinaufsaugt, und daB er gleichzeitig hinter dem Edrper 


immer schmaler wird. SchlieBlich 


(bei ^ = etwa 3,6^ 


trifft der in 


der Figur gestrichelte Grenzfall ein; der ganze Wirbelschwanz ist 
zu einer Art von Eorona, die den Zylinder umhullt, zusammen- 
geschrumpft. 


I. Ein allgemeines hyd rodynamisohos Potontialproblem 327 



Figur 2 



Figur 3 



Fignr 4 


Die nach zunelimender Rotationsgeschwindigkeit geordneten Auf- 
nahmen, Fig. 2 — 4, zeigen, daB der theoretische Ansatz jedenfalls 
qualitativ aich der Erfahrung sehr gut anpaBt. Es ist wohl kaum 
notig, hervorzuheben, daB die ausgefuhrte Berechnung nicht nur 
einen Auftrieb, sondern gleichzeitig auch einen Widerstand ergeben 
wiirde. 
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n. 

Znr Berechnimg des Kielwasserdrnckes 
in der asymptotischen Widerstandstheorie. 

1. Die Losung des Oseenschen stationaren Bewegungsproblems 
ergibt z, B. fiir den Kreiszylinder ein mit der Erfahrung gut iiber- 
einstimmendes durcbschnittliches Stromungsbild. Der Physiker wird 
aber an zwei Umstanden AnstoB nehmen. Erstens fallt der Wider- 
stand viel zu groB aus, zweitens wird beim Passieren des Wirbel- 
schwanzes der Druck unstetig. 

Setzen wir, wie gewohnlich: 

U=: Uq+ u', V = v\ 

wo Uq die konstante Stromungsgeschwindigkeit bedeutet, so folgt 
aus den Grundgleichungen bei Vernachlassigung der quadratischen 
Glieder, fiir -►0, sofort: 

g == — QUofwdy, 

wahrend exakt: 

q = qJ w{v*dx — (w' + Wq) dy) 

sein sollte. Die Druckbestimmung wird also fehlerhaft sein, sobald 
der Ausdruck: 

j w {v'dx — u'dy) 

bedeutende Werte annimmt. Nehmen wir besonders die Druckver- 
teilung langs der Oberflache des Zylinders, so ist dort in der Oseen- 
schen Losung entweder; 

w Oder v' = 0, 

Eine unrichtige Druckberechnung wird somit hauptsachlich dadurch 
entstehen, daB das quadratische Produkt u'w nicht iiberall ver- 
nachlassigt werden kann. Dieses Produkt nimmt aber in jener Lo- 
sung nahe der Grenze des Wirbelgebietes groBe Werte an; insbe- 
sondere wird beim Eintritt in das Wirbelgebiet w derart unendlich, 
daB q mit einem endlichen Betrag diskontinuierlich bis zu jenem 
iibertriebenen Saugdruck herabfallt, der fiir den zu groBen Wider- 
standskoeffizienten verantwortlich ist. Das fehlerhafte SchluBresuI- 
tat ist eben die natiirliche Folge davon, daB in einem kritischen 
Bereich die Differentialgleichungen in allzu grober Weise verletzt 
worden sind. 
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2. Ein charakteristisclies Ergebnis der Os^enschen Theorie ist 
die Einteilung des Korpers in eine „hydrodynami8che Voider-** 
und jjEiickseite**. Vieles (z. B. die experimentelle Tatsache des an 
der Eiickseite eines Korpers nahezu konstanten Druckes) deutet 
darauf bin, daB die damit zusammenbangenden verscbiedenartigen 
Grenzbedingungen (Gleiten der Fliissigkeit an der Vorderseite, Haf- 
ten an der Eiickseite) der Erfahrung gut entsprechen. DaB iiber- 
haupt eine „reibung8lose‘* Fliissigkeit einen Widerstand aufweisen 
kann, riihrt davon her, daB an der Korperoberflacbe die Eeibungs- 
krafte nocb bei verschwindender Viskositat eine endliche Arbeit aus- 
fiihren, die zum LosreiBen und Transportieren von Wirbeln von der 
Hinterseite nach riickwarts verbraucbt wird. Da aber hinter dem 
Korper die Gescbwindigkeit iiberall Null sein sollte, wird der eigent- 
liche Wirbeltransport nur in den „kritischen** Dbergangspunkten 
zwischen Voider- und Eiickseite stattfinden. Von diesem Qesichts- 
punkte aus erscbeint es natiirlich, die Druckdiskontinuitat dadurch 
,,aufzulockern*‘, daB man jene Punkte als den Grenzfall von sehr 
kleinen Gleitungsintervallen betracbtet. Eine derartige Vorstellung 
wird im folgenden zu einer eindeutigen Festlegung des Kielwasser- 
druckes benutzt. 

3. Nehmen wir nun die Losung des Oseenschen Problemes als 
erste Naherung des Widerstandsproblemes an, so erscbeint zunacbst 
der Druck (oder die Funktion q) als bei der gewablten Vereinfacbung 
der Bewegungsgleicbungen eindeutig bestimmt. InderTatistaber 
diese Eindeutigkeit gewissermaBen nur scbeinbar. 

Denn scbreiben wir; 


wo auBerbalb des Oseenscben Wirbelscbwanzes gleicb Uq ist und 
innerbalb dieses Bereicbes in irgendeiner Weise von y stetig abbangt, 
so konnen wir statt ebensogut v^(y) als eine modifizierte Primar- 
stromung mit iiberlagerter Storungsstromung u\ v' einfiihren. Wenn 
aber jetzt u'w, v'w als quadratiscbe Glieder vernachlassigt werden, 
so kommt durcb Elimination von q aus: 


QUi{y)w = - 


h. 

dy 






die Gleicbung 


( 1 ) 
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heraus, die fiir -► 0 voraussicKtlich auf die fiinclamentale Gleichung 
der Oseenschen Theorie: 



( 2 ) 


fiihren wird. Dementsprechend wird man jetzt die in der Fliissig- 
keit giiltige Beziehung: 

q^ — Qfui(y)wdy, 

finden. Damit hat man aber innerhalb des Wirbelgebietes eine ganz 
verschiedene Druckbestimmung eingefiihrt, obschon das Stromungs- 
bild immer durch die Gleichung (2) bestimmt wird und folglich auf 
den Oseenschen Typus zuriickkommt. 

4. Nach der obigen Auseinandersetzung wird man, von der Oseen- 
schen Stromung ausgehend, nur dadurch zu einer bestimmten Druck- 
berechnung gelangen, daB man durch irgendeine erganzende Hy- 
pothese einen geeigneten Anteil der geradlinigen turbulenten Ge- 
schwindigkeit als „Primarstromung“ absondert. Mit Riicksicht auf 
die vollstandigen Differentialgleichungen erscheint es fiir das Wider- 
standsproblem natiirlich, die Auswahl so zu treffen, daB in der 
Nahe des Korpers diese vollstandigen Gleichungen so gut 
wie moglich befriedigt werden, d. h., wir solltcn: 




setzen, wo die totale Geschwindigkeit an der Korperoberflache 
bedeutet. 

Da aber, bei vollstandigem Haften an der Riickseite, 
ist, so wiirde folgen: 

dg' = 0, j == Konst. 


Der absolute Wert des Kielwasserdruckes wiirde aber immer noch 
unbestimmt bleiben, weil in den kritischen Punkten als einzigem 
Sitz der Wirbelablosung w = co und diskontinuierlich ist. Um 
bestimmte Druckwerte zu erzielen, muB man die Annahme von den 
oben erwahnten, den kritischen Punkten zugeordneten Gleitungs- 
intervallen zu Hilfe nehmen. Dabei wird die Oseensche Stromung 
durch eine gewisse naheliegende Stromung ersetzt, bei der der Druck- 
iibergang in bestimmter stetiger Weise durch die Gleitungsintervalle 
hindurch erfolgt. LaBt man nachher die Ausdehnung des Gleitungs- 
intervalles nach Null konvexgieren, so wird es moglich, auf eine der 
Oseenstromung entsprechende Druckbestimmung zu schlieBen. 
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6. Gehen wir nmgekehrt davon aus, es handle sich darum, eine 
mogliobst genaue Losung der vollstandigen Gleichungen in der 
Nahe des Korpers zu erhalten, so wiirden wir immer, bei Annahme 
von sehr kleinen Gleitintervallen und vollstandigem Haften an 
der tibrigen Kiickseite, entweder v' sehr klein oder = 0 haben. 
Die vollstandige Gleichung: 



wiirde soniit, in der unmittelbaren Nahe von Sh mit guter Nahe- 
rung in die Gleichung 

= (3) 


iibergehen. Aus (3) folgert man aber unter allgemeinen Vorausset- 
zungen, daB die langs der Korperobcrflache exakt giiltige Beziehung : 

g— -- juJ(/ludx+ /Ivdy) 

wirklich, fiir ^0, die Formel: 

(y)wdy 

ergibt. 

6. Die explizite Durchfiihrung des oben geschilderten Vorganges 
kann in wenigen Worten abgefertigt werden. Die besondere Art, Gleit- 
intervalle einzufiihren ist mehr oder weniger gleichgiiltig. Das unten 
angefiihrte Resultat bezieht sich auf folgende Anordnung. Der 
Zylinderumfang wird vom vorderen Staupunkte aus in BogenmaB 
von 0 bis 2jr gerechnet. Es wird angenommen, daB die Pliissigkeit 
zwischen 27i — a und a vorbei gleitet, so daB die Gleitintervalle 

die Winkel zwischen 27i — a bis und zwischen und a einneh- 

Jj z 

men. Um zu erzielen, daB die Gleitung der Pliissigkeit gegen 
die Riickseite hin stetig gegen Null retardiert wird, fiihren wir 
vom Anf ang an in die Streif en : 


1 > y > sin a, 

1 . a? < 0 , 

— 1 < y < — sin a, 

eine geeignete Wirbelverteilung an. Es sei z. B. eine geradlinige Stro- 
mung u^iy) vorhanden derart, daB: 

w® = Konst. = — £7 


auBerhalb des Oseenschen Wirbelstreifens, und daB am Zylinder: 
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« A 3 ?^ 

2:r — a < ^ < 2 ; 

MP(8in#) = = 0, a <^<271 — a. 

Wir losen jetzt das folgende Potentialproblem. Eine Geschwindig- 
keitsfunktion w' — it?' wird so bestimmt, dali: 

w' cos # + t;' sin # + cos &== 0, — a < & < a 

v' = 0 , a < '& < 271 — a; 

= t;' == 0 , im Unendlichen. 

Um zwischen a und 2:?^ — a Haftung zu erzielen, wird nachher eine 
geradlinige turbulente Stromung nach dem Schema Oseens iiberlagert. 

Die Funktion u' — it?' laBt sich nach bekannten Prinzipien kon- 
struieren und ohne Schwierigkeit berechnen. Die so erhaltene Stro- 

mung liegt fiir a nahe ^ der Oseenschen Stromung sehr nahe, hat 

aber iiberall endlichen Wirbel und ist mit einem stetigen Geschwin- 
digkeits- und Druckverlauf hinter dem Zylinder verbunden. 

Die beigelegte Pigur zeigt das Resultat dor durch Integration 
iiber den Gleitungsintervallen mit == + w' erzielten Druckbe- 

rechnung. 

Die Kurven haben folgende Bedeutung; 

I. Druckverteilung am Zylinderumfang bei direkter Losung des 
Oseenschen Problemes; 



Figur 5 
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II. Druckverteilung mit Gleitung, a= 108^; 

HI. „ „ „ ,a= 1260; 

IV. Experimentelle Druckwerte, nach Eisner*, fiir hohe Eeynolds- 
sche Zakl; 

V. Experimentelle Werte, nach Lafay**. 

Der Vergleich der Kurve I mit den Kurven II und III zeigt, 
daB die lastige Druckdiskontinuitat nunmehr verschwunden ist, und 
daB femer der groBe Unterdruck der Kurve I durch einen maBige- 
ren, im Haftungsbereich konstanten und mit zunehmender Ausdeh- 
nung der Gleitintervalle abnehmenden Saugdruck ersetzt wird. 

Die Kurven II und III schlieBen sich, sowohl ihrem allgemeinen 
Typus nach wie auch quantitativ, den experimentellen Kurven er- 
sichtlich gut an. Durch Integration der Kurven erhalt man sofort 
den Widerstandskoeffizienten. Sowohl die theoretischen wie die ex- 
perimentellen Kurven zeigen einen sehr kleinen resultierenden Gber- 
druck an der Vorderseite des Zylinders; der Widerstand hangt 
(im Gegensatz zur Helmholz-Dirichletschen Diskontinuitatsflachen- 
theorie) fast ausschlieBlich von dem hinteren Saugdruck ab. 

Der experimentell gefundene Widerstand ist sowohl nach Eisner 
wie nach Lafay zwischen den theoretischen Widerstanden nach II 
und III enthalten. 

Die Verringerung des Widerstandes mit erhohter Gleitung deutet 
auf die Moglichkeit einer zwanglosen Erklarung des mit steigender 
Reynoldsscher Zahl abnehmenden Widerstandskoeffizienten. Es mag 
in diesem Zusammenhang bemerkt werden, daB der Widerstands- 
koeffizient der reinen Oseenschen Bewegung, mit Haftung an der 
ganzen Riickseite, nach den obigen Prinzipien als Grenzfall berech- 
net, sich auf ungefahr 0,6 (in absolutem MaBe) erhebt. Dieser Wert 
deckt sich etwa mit dem experimentell gefundenen Koeffizienten 
unmittelbar vor dem bei einer Reynoldsschen Zahl von der GroBen- 
ordnung 10® eintretenden Widerstandsabfall. 

* Druckmessungen an umstromten Zylindem. Zoitschr. f. angew. Math. ii. Moch. 
Bd. 6, 1926. 

♦* Jacob, La Besistance de I’Air et TExp^rionce. Tome II, Tafel XII, bis. 
Encycl. Scientif. Octave Doin, Paris 1921. 
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